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LỜI NÓI ĐẦU 


Với sự phát triển của lí thuyết quy hoạch toán học, phương pháp tối ưu đã được ú ứng dụng 
trong nhiều lĩnh vực khoa học và kĩ thuật nhằm mang lại hiệu quả kinh tế cao nhất. 


Cuốn sách này xin giới thiệu một số bài toán tối ưu cơ bản đã được nghiên cứu và ứng 
dụng trong lí thuyết qu )y hoạch toán học và trong tính toán kết cấu xâ y dựng. 
Tác giả đã cố gắng trình bày nội dung thành một hệ thống lí luận theo quan điểm thực 
dụng và hy vọng phân ánh được phần nào những thành tựu mới của phương pháp tối ưu. 
Nội dung sách gỗm có: 
Chương một : Trình bày các phương pháp cơ bản trong lí thuyết quy hoạch toán học. 
Chương hai : Bài toán tối ưu tính kết cấu theo phương pháp lực. 
Chương ba_ : Bài toán tối ưu tính kết cấu theo phương pháp chuyển vị. 
Chương bón : Bài toán tối ưu tính kết cấu trong giai đoạn chảy dẻo. 
Sách đã được làm tài liệu giẳng dạy cao học tại Trường Đại học Xây dựng từ năm 1989 
đến nay; làm tài liệu tham khão cho sinh viên đại học, sinh viên cao học, cán bộ giảng đạy, 


nghiên cứu sinh,các kỹ sư Công tắc trong ngành xây dựng. V các chương trình mẫu thuộc 
bài toán tối ưu, bạn đọc có thể tham khÃo các tài liệu (2), (3). 


Do những hạn chế khách quan và chủ quan, nội dung sách không thể tránh khỏi các thiếu 
sót, mong bạn đọc phê bình và góp ý. 


Tác giả chân thành câm ơn Ban biên tập Nhà Xuất bản Xây dựng đã tham gia biên tập và 
cho xuất bằn cuốn sách này. 


Tác giả 


Ga 


Chương Một 


MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP CƠ BẢN TRONG LÍ THUYẾT 
QUY HOẠCH TOÁN HỌC 


Trong vòng nửa thế kỉ nay, một ngành toán học mới - lí thuyết quy hoạch toán học- đã 
hình thành và phát triển mạnh mẽ do những đòi hỏi cấp bách về kinh tế để thực hiện các chỉ 
tiêu tối ưu: nhiều nhất, ít nhất, nhanh nhất, rẻ nhất, tốt nhất... 

Với lí thuyết quy hoạch, người kĩ sư được trang bị thêm một t công cụ toán học rất có hiệu 
lực để giải các bài toán tối tru mà trước đây các phương pHáP cổ điển chưa thể giải được. 

Chương này giới thiệu một số phương pháp cơ bản về lí thuyết quy hoạch toán học. 
Trong phạm vi một cuốn sách nhỏ, chỉ có thể trình bày một số vấn đề cơ bản theo quan điểm 
thực dụng. Vì vậy, đồi hỏi độc giả thừa nhận một số định lí, cũng như các kết quả nghiên cứu 
đã được ứng dụng trong thực tế. Muốn tìm hiểu sâu hơn lí thuyết quy hoạch toán học, độc giả 
có thể tham khảo thêm các tài liệu [2], [5], [6], [7]. 


§1, KHÁI NIỆM VỀ BÀI TOÁN TỐI ƯU 
Bài toán tối ưu đặt ra như sau: Tìm X\; X;, ... X. sao Cho hàm số 
2Z=Í(X\),X;,....X„) q1.) 
đạt max (hay min) đồng thời thoả mãn các điều kiện: 
6,(XI,X;,...,X„) <b, 
®((X),X;....,X„) =d, 


(1.2) 
M,(X.,X;,...X.) >h, 
Trong đó: x,, x„..... x, là các biến; b, „ d, h, là các hằng số. 
Một cách tổng quát, bài toán trên có thể lun về đạng rút gọn: 
Cực tiểu hoá (hoặc cực đại hoá) hàm 
Z=Í(X\,X;,...,Xa) (1.1) 
với điều kiện: 
B,(Xi,X;.....X„){S x >ị}b, 
. (1.3) 
1125, 


Ta gọi hàm Z là hàm mục tiêu, điều kiện (1.2) hoặc (1.3) là điều kiện ràng buộc. 

Tập hợp các giá trị x„ x„...., x, thoả mãn điều kiện ràng buộc là một phương án. Phương 
án làm cho hàm mục tiêu đạt giá trị cực đại (hay cực tiểu) gọi là nghiệm hay phương án tối ưu. 
Miền thoả mãn các điều kiện ràng buộc gọi là miễn nghiệm. 

Bài toán tối ưu chia làm hai loại: 

1) Bài toán quy hoạch tuyến tính; 

2) Bài toán quy hoạch phí tuyến. 

Bài toán quy hoạch tuyến tính có dạng: 

Cực tiểu hóa (hoặc cực đại hóa) hàm 


2= Kres#y)=2 bại (14) 


j= 
với điều kiện 


B.(X¡,X;,...,X„) = Vay, {< = >}b, 
m 


¡IŠ 
(1.5) 
i=l,2,...,m 


Trong đó: c,, a,, b, là các hằng số. : 

Để tiện cho việc dính toán bằng phương pháp đơn hình (sẽ được trình bày sau), thường 
yêu câu toàn bộ các biên không âm, do đó bài toán quy hoạch tuyến tính thường có dạng: 

Cực tiểu hóa (hoặc cực đại hóa) hàm: 


Z=Ð,cX, (14) 
FI 


với điều kiện 


È a,xÍ< = >Ịb, 


i=l,2,..,m (1.6) 
x;>o ;j=1L2,...,n 


Trong một số trường hợp đặc biệt, một bộ phận các biến hoặc toàn bộ các biến phải là 
những số nguyên. Khi toàn bộ các biến đều là số nguyên, ta gọi bài toán tối tu là bài toán quy 
hoạch tuyến tính nguyên. Khi một bộ phận các biến là số nguyên, ta gọi là bài toán quy hoạch 
tuyến tính hỗn hợp. 

Trong bài toán quy hoạch phi tuyến, ít nhất trong một số hạng của hàm mục tiêu hoặc ít 
nhất trong một số hạng của điều kiện ràng buộc, xuất hiện tích của biến hoặc nghịch đảo của 
biến hoặc số mũ của biến lớn hơn 1. 


Chẳng hạn, bài toán sau đây là bài toán quy hoạch phi tuyến: 


Cực tiểu hóa (hoặc cực đại hoá) hàm 
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2Z=3x,+ +5; 


Xi; 


với điều kiện: 


Xi; 
4x,+x;<25 
10x, +16x; <169 
Trong tính toán kết cấu, hàm mục tiêu thường biểu thị các đại lượng như: 
- Trọng lượng, thể tích kết cấu, giá câ vật liệu là những đại lượng cần được cực tiểu hóa. 


- Hệ số tải trọng là đại lượng cần được cực tiểu hóa hoặc cực đại hóa tùy theo phương 
pháp tính toán trong giai đoạn chảy dẻo. 


Các điều kiện ràng buộc dưới dạng đẳng thức thường là các điều kiện cân bằng, các 
phương trình công khả dĩ, các điều kiện biến đạng liên tục v.v.. 


Các điều kiện ràng buộc dưới dạng bất đẳng thức @npÌ là các điều kiện về độ bền, độ 
cứng, các điều kiện chấy dẻo v.v.. 


Trong thực tế, bài toán quy hoạch phi tuyến thường gặp nhiều hơn bài toán quy hoạch 


tuyến tính. Do đó, phần lớn các mục sau sẽ dành cho các phương pháp giải bài toán quy hoạch 
phi tuyến. 


§2. PHƯƠNG PHÁP ĐỒ THỊ 
Phương pháp đồ thị áp dụng cho bài toán quy hoạch khi biến số không lớn hơn 2. 
Giả sử có bài toán tối ưu: 
Cực đại hóa hàm mục tiêu 
Z=3X\+2x, (17) 
với điều kiện: 
2x,+x,<I10 (a) 
3x,+3x, <24 (b) 


2x,<8 () q8) 
X,>0 x;>0 (d) 


Để giải theo phương pháp đồ thị, trước hết, ta đưa hệ điều kiện (1.8) về dạng đẳng thức: 


2x,+x;,=l10 (a) 
3x¡+3x; =24 (b) 


(1.9) 
2x,=8 (c) 


Chọn trục x, làm trục 
hoành và trục x, làm trục tung 
(hình 1.1). Đường thẳng AB 
biểu thị phương trình (1.9a), 
đường thẳng EA biểu thị phương 
trình (1.9b), đường thẳng DB 
biểu thị phương trình (1.9). 

Căn cứ vào hệ điều kiện 
(1.8). miền nghiệm là miền gạch 
chéo ODBAEO. Đây là một 
miễn lồi”. Ta có vô số phương 
ấn trong miễn nghiệm nhưng : 
điều ta quan tâm đến là tìm 
phương án tối ưu. Cần chú ý rằng 
ứng với các giá trị khác nhau của 
Z, phương trình (1.7) cho ta một 
họ đường thăng song song gọi 
là các đường mức. Đường mức TNN ĐC 
càng xa gốc tọa độ, giá trị của Z tức giá trị của hàm mục tiêu càng lớn. Nếu ta tịnh tiến đường 
mức đến điểm A (điểm giao nhau giữa hai đường biên EA và AB) thì x, =2, x, = 6 và Z= 18. 
Nếu tịnh tiến đường mức xa hơn nữa thì phương án sẽ nằm ngoài miền nghiệm do đó phương 
ân tôi ưu là: 


max Z = l8 ứng với x, = 2 và x, = 6 
Lí thuyết quy hoạch tuyến tính đã chứng minh được rằng khi miền nghiệm là một miền 
lồi, bao giờ cũng tồn tại một phương ắn tối ưu ít nhất tại một điểm trên đường biên của nó. 
Định lý này chỉ ra một hướng mò mẫm trong quá trình tính toán. 
§3. PHƯƠNG PHÁP ĐƠN HÌNH 
Phương pháp đơn hình do G. B. Dantzig đề ra vào năm 1947. Từ đó đến nay, nó đã được 
sử dụng rộng rãi và được xem như một phương pháp có hiệu lực để giải các bài toán quy 
hoạch tuyến tính. 
Thực chất của phương pháp đơn hình là qua việc thành lập các bảng, từng bước cải tiền 
dần các phương ấn sao cho cuối cùng ta được một phương ấn tối ưu. 
Cách tính cụ thể sẽ được trình bày trong một số trường hợp khác nhau. 
§3.1. Trường hợp điều kiện ràng buộc mang dấu bất đẳng thức < 
Giả sử có điều kiện: 


C°) Theo định nghĩa, miền X là một miền lỗi nếu ứng với hai điểm bất kì x,,x,eX-> 


X=Äx;+(I-4)x.eX,0<4<l1 


5 ayX, ;Shb 
` (a) 
b,>0 
Ta có thể viết: 
3;ã/Xj+y, =b, Œ®) 
Từ điều kiện (a), y, >0. Ta gọi y, là biến đệm. 
Vậy khi có điều kiện Tầng buộc mang dấu bất đẳng thức <, ta đưa một biến đệm không 
âm vào về trái của nó. Chẳng hạn, hệ điều kiện (1.8) có thể đưa về đạng: 
2x,+X;¿+y, =I10 (a) 
3x,+3x,+y;=24 (b) 
2xXi+Y; =8 (@) (1.10) 
YisŸ¿sŸa >0 
Trong đó: y,, y„, y, là những biến đệm vừa đưa vào. Về thực chất, chúng là những đại 
lượng không dùng đến. 
Vậy bài toán quy hoạch tuyến tính có dạng: 


Cực đại hoá hàm Z=}3.Cmx, (19 
ì=L 
với điều kiện: 
2,Ajx ty, =bị (1.12) 
I 


1=1,2,...,m; b, >0 
x;>0, y,>0,j=1/2,....n 


Ta tiến hành phương pháp đơn hình theo trình tự sau: 
Bước I. Đưa phương trình (!.11) về dạng 


3,Cx,~Z=0 (1.11a) 
j=l 


Bước 2. Thành lập bảng tính đơn hình (1. L) gồm nhiều hàng và cột n cột đầu tiên lần lượt 
ứng với các biến X,; Xạ,....x,.. Trên cột thứ ¡, ta lần lượt ghi theo thứ tự từ trên xuống dưới các 
hệ số của biến x, ¡ trong hệ phương trình (1.12) và phương trình (1.11a). Trong cột thứ (n+ 1), ta 


lần lượt ghi theo thứ tự từ trên xuống dưới các số hạng tự đo của hệ phương trình (1.12) và 
phương trình (1.L1a). 


Hàng m+] 


Chú thích bảng 1.1: Các mũi tên chỉ sự hoán vị sau khi chuyển sang bảng đơn hình mới. 

Trong cột cuối cùng, ta lần lượt ghi thứ tự từ trên xuống dưới, các biến đệm ứng với hệ 
phương trình 1.12 và hàm mục tiêu đối đấu. Các ẩn nằm trên hàng đầu tiên gọi là ẩn tự do (thí 
dụ x,, x,„.... X,), các ẩn nằm trên cột cuối cùng gọi là ẩn cơ bản (thí dụ Yu Ÿa--)- 

Bước 3. Chọn phần tử chốt thỏa mãn 3 điều kiện sau đây: 

1) Phần tử chốt phải nằm trên cột của bảng đơn hình với điều kiện phần tử cuối cùng trên 


cột đó phải là một số dương và lớn nhất so với các số trong hàng (m+1) (trừ số cuối cùng). Cột 
chứa phần tử chốt gọi là cột chốt. 


2) Nếu phần tử chốt không phải !à một số dương, sẽ không tổn tại phương án mới. 


3) Giả sử cột chốt là cột thứ j, các phần tử trên cột chốt là a, (ï = 1,2,...,m). Các phần tử 
trên cột thứ (n+ 1) là b, (¡ = 1,2,...,m) 


Phần tử chốt a; (nằm trên hàng thứ ¡ và cột thứ j) phải thỏa mãn điều kiện: 


Đo cầu (1.13) 
ây đụ 
1#Z1,3.„m 


Trong đó, b, là phần tử nằm trong cột thứ (n+l) (xem bảng !.1) và nằm trên hàng chứa 
phần tử chốt đụ .Ta gọi hàng này là hàng chốt. 


Bước 3. Tính nghịch đảo của phân tử chốt = = b. Thay phần tử chốt a; bằng số b trong 
D 
bảng đơn hình mới. 
Bước 4. Nhân các phần tử trong hàng chốt của bảng đơn hình cũ với số b, ta được các 
phần tử tương ứng trong bảng đơn hình mới. Ta gọi các phần tử này là ex (k= 1,2, .... n+1). 
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Bước 5. Nhân các phần tử trong cột chốt của bảng đơn hình cũ với số (-b), ta được các 
phần tử tương ứng trong bảng đơn hình mới. 


Bước 6. Tính các phần tử còn lại trong bảng đơn hình mới từ cột này sang cột khác như 
sau. Gọi d. là phần tử nằm trên hàng thứ ¡ và cột thứ k của bảng đơn hình mới; Dự - phần tử 
nằm trên ức thứ ¡ và cột thứ k của bảng đơn hình cũ; f - phần tử nằm trên hàng thứ i và cột 
chốt thứ p của bảng đơn hình cũ; €- phần tử nằm trên cột thứ k đã được tính từ bước 4. 


Phần tử d.. tính theo công thức: 
đụ = Dạ ~ evf, (1.14) 


Căn cứ vào 6 bước trên đây, ta xuất phát từ bảng đơn hình cũ để thành lập bảng đơn hình 
mới. Chú ý là khi chuyển từ bảng đơn hình cũ sang bảng đơn hình mới, cần phải hoán vị ẩn tự 
do (nằm trên cột chốt) và ẩn cơ bản (nằm trên hàng chốt). Chẳng hạn phần tửa,. khoanh tròn 
trên bảng (1.1) là phần tử chết. Khi chuyển sang bảng đơn hình mới, cần phải hoán vị 2ẩn X, 
(ẩn tự do) và % (ẩn cơ bản). Quá trình tính toán sẽ kết thúc khi nào toàn bộ các phần tử nằm 
trong hàng cuối của bảng đơn hình cuối cùng đều là số âm. 


Thí dụ 1.1. 
Hãy giải lại bài toán nêu trong §2. 


Trong phần trước, ta đã đưa hệ đẳng thức (1.8) về dạng hệ đẳng thức (1. 10). Tiếp tục tính 
toán theo các bước sau: 


Bước ï. Đưa phương trình (1.7) về dạng: 
3x,+2x,-Z=0 (17a) 
Bước 2. Căn cứ vào các đẳng thức (1.10) và phương trình (1.7a), ta lập bảng đơn hình đầu 
tiên (1.2a). 


Bước 3. Chọn phần tử chốt. Có thể chọn cột chốt trong hai cột đầu tiên của bảng (1.2a) vì 
các phần tử cuối cùng trong các cột đó đều là số đương. Nhưng vì 3 > 2 (bằng 1.2a, hàng 
cuối), ta chọn cột đầu tiên làm cột chốt. Ta gọi cột chốt là cột thứ p (ở đây p=1). Các phần tử 
trong cột này a, = a,„¡ = 1,2, 3. 


Lần lượt tính các tỉ sế ba: 


Ho 


bự/a,, = 10/2 = 5; b/a,, = 24/3 = 8; ba. = 8/2 =4, 


Vì b/a,, = 8/2 =4 = min (b/a„) nên ta chọn a;,= 2 làm phần tử chốt (khoanh tròn trên 
bảng (1.2a)). 


Bước 3. Xác định nghịch đảo của phần tử chốt: 
b= l/a;;= 1⁄2 =0,5 
Trong bằng đơn hình mới (1.2b), ta thay phần tử chốt bằng số b = 0,5. 
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Bước 4. Nhân các phần tử trong hàng chốt của bảng đơn hình cũ (1.2a) (hàng thứ 3) với 
số b =0,5 (trừ phần tử chốt), ta được các phần tử tương ứng trong bảng đơn hình mới (1.2b): 
e,=0x0,5=0;, e=8x0,5=4 

Bước 5. Nhân các phần tử trong cột chốt (trừ phần tử chốt) của bằng đơn hình cũ (1.2a) 

với số (-b) = - 0,5, ta được các phần tử tương ứng trong bảng đơn hình mới (1.2b): 
2. (0,5) = - 1; 3. (-0,5) = - 1,5; 3. (-0,5) = - 1,5. 
Bước 6. Áp dụng công thức (1.14) để tính các phần tử còn lại trong bảng đơn hình mới 
(1.2b). Bảng 1.2, 

Cột l: đã tính xong. 

Cột 2: chú ý p = 1, c, = 0 nên 
đ¿=Dj;-e,f,=1-0x2=1 
d„=D,,-e,f,=3-0x3=3 

2= Dj;-e,f=2-0x3=2 


" 


O 
c 
= 
œ 
t 


=D,,-e, f,,=10-4x2=2 
d,=D„„-e, f,,=24-4x 3= 12 
đạ„=D¿„-3,.f,„=0-4x3=-12 


3h41 


Ỳ 


RaEGE 
=¬ 
—_ 


Như vậy ta đã hoàn thành bảng 
đơn hình mới (1.2b). Chú ý khi chuyển 
từ bảng (Í -2a) sang bảng (1.2b),ta phải 
hoán vị hai ẩn X, (nằm trên cột chốt) 
và y, (nằm trên til0E chốt). 


Tiến hành các bước tương tự như 
trên, ta sẽ được các bảng đơn hình mới  86)| | 2š:.| cấy | 
(1-2e), (1.23). Các phần tử khoanh tròn ÍŠ28221|. 18: TỈh 7# -|: 8. 2| 
là các phần tử chốt đã chọn. Ta nhận K.x:: 
thấy trong bảng đơn hình cuối cùng : 
(1.2), toàn bộ các phần tử trong hàng 
cuối cùng đều là số âm nên đến đây 
quá trình tính toán kết thúc. Ta được 
phương án tối ưu từ hai cột cuối cùng 
của bảng (1.2d) là: 

X. =2: x,= 6; max Z= 18 (xem 2 

cột cuôi) 


§3.2, Trường hợp điều kiện ràng buộc mang dấu đẳng thức 
Giả sử có điều kiện: 


a,X,=b, (a) 


ji 


Ở đây ta không đưa vào biến đệm như trong §3.1 mà đưa vào một biến giả tạo ở về trái 
của phương trình (a): 


3)8yX, +Y, =b, (®) 


jeL 
Trong đó y, gọi là biến giả tạo. 
Việc thành lập các bảng đơn hình 
tiến hành tương tự như đã trình bày 
trong §3.I. Tuy nhiên, phải tìm cách 
khử dần các biến giả tạo. Để khử các 
biến giả tạo, ta làm như sau. 


Chẳng hạn, trên bằng đơn hình 
(1.3), ta muốn khử biến giả tạo y,. 
Ta chọn một phần tử chốt năm cùng 
hàng với y,. Phần tử chốt này phải 
là một sô đương, không nhất thiết 
phải thỏa mãn điều kiện l của bước 
3 như đã trình bày trong §3.1. Sau 
khi chuyển sang bảng đơn hình mới, 
hoán vị ẩn tự do và ẩn cơ bản (xem 
bảng 1.3) đồng thời xóa bỏ cột ứng 


2s. s8 2 ` ve To 1. Các mũi tên biểu thị sự hoán vị giữ à khi chuyể 
với ân cơ bản vừa chiêm vị trí của m NUYẾN DIÊU, tụ VN UÊN KẾ ĐH TU G TE CAU KỊH CHỦYCH 
: sang bảng đơn hình mới. 


0 Z2 


BEP 
đạn % 
pRE3ES 
E3 
mm 


Chú thích bằng 1.3: 


ẩn tự do. Chẳng hạn, phần tử ÂU 
khoanh tròn là phần tử chốt (bảng 
1.3). Sau khi chuyển sang bằng đơn hình mới, ta hoán Vị X, Và và yụ đồng thời xóa bồ cột W 
(tức là cột cũ ứng với X). 
Thí dụ 1.2 
Cực đại hóa hàm 
Z=2X,-X, + 2X. +X, (1.15) 


2. Sau khi chuyển sang bảng đơn hình mới, xóa cột Yy- 


với điều kiện: 
Xi†+X;+X,=l50 (a) 
4x;+x;ạ+2x,=200 (b) 
2x(+xy+4x¿<100 (c) (1.16) 
Xi;X;,X;,X, >0 


Sau khi đưa hai biến giả tạo Y,, y; vào phương trình (1.16a), (1.16b) và đưa biến đệm Ÿ 
và phương trình (1.16c), ta có: 
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X †+X¿†+X,+y, =l150 
4x; +xX; +2x„+y, =200 


(117 
2Xi +X¿ +4x; +y; = 100 

Đưa hàm mục tiêu về dạng 
2x, -x,- 2X, +X,-Z=0 (1.154) 


Căn cứ vào hệ đẳng thức (1.7) và phương trình (1.15a), ta thành lập bảng (1.4a). 

Để khử biến giả tạo y,„ ta chọn phần tử chốt khoanh tròn a›, =2 (phần tử nằm cùng hàng 
với biến giả tạo trên bảng (1.4a)). Để thành lập bằng đơn hình mới (1.4b), ta thực hiện các 
bước như đã trình bày trong §3.1. Chú ý là sau khi hoán vị 2 ẩn X, và y„, trong bảng đơn hình 
mới (I.4b) cần xoá bỏ cột Ứng với ẩn X„ chưa hoán vị. Sau khi khử xong 2 biến giả tạo y, và Y„ 
việc thành lập các bảng đơn hình tiếp theo hoàn toàn giống như đã trình bày trong §3.1. Bảng 
đơn hình cuối cùng (1.4d) cho phương án tối ưu. 

Max Z = 200 ứng với x, = 50, x, = 0, x, =0, x,= 100 (x, = 0 vì trong bảng (1.4d) nó đã 
trở thành ẩn tự do). 


Bảng 1.4 


Sau khi hoán vị x, với y„ 
xóa ngay cột chứa x, 


Sau khi hoán vị x, với yạ, 
xóa ngay cột chứa x, 


§3.3. Trường hợp điều kiện rằng buộc mang đấu bất đẳng thức > 


Giả sử có điều kiện 


n 
=. 
„ 


(a) 
b,>0 
Bất đẳng thức (a) có thể viết: 
À3, —Xuk =b; (@) 


j=l 


Trong đó x,„ > 0 được gọi là biến dư. Vậy khi điều kiện ràng buộc mang dấu bất đẳng 
thức > 0, ta đưa vào về trái của nó một biến dư không âm để tạo thành một đẳng thức. Khác 
với biến đệm, biến dư xem như biến chính thức của bài toán quy hoạch tuyến tính. Nó được 
đưa vào hàm mục tiêu bằng cách đặt hệ số tương ứng bằng không. Vì Vậy, trong trường hợp 
đưa vào biến đư, việc tính toán hoàn toàn giống như đã trình bày trong §3.1. Sau đây ta xét 


một thí dụ hỗn hợp, vừa có biến 
đệm, vừa có biến giả tạo, vừa có 
biến dư. 
Thí dụ 1.3 
Cực đại hóa hàm 
Z=4X,+2X,- X. (1.18) 
với điều kiện 
X.†X;+X;y >8 (a) 
X,+x¿ =l0 (b) 
vn (1.19) 
XitX;¿+2x,<30 (c) 


Xi,X;,X; >0 


Bất đẳng thức (1.19a) mang 
dấu > nên ta đưa vào biến dư X. 
Nhưng sau khi trở thành đẳng thức, 
cần phải đưa vào biến giả tạo y,vì 
x, xem như biền chính thức. Trong 
đẳng thức (1.19b), ta đưa vào biến 
giả tạo y, và trong bất đẳng thức 
1.19c (mang dấu <) đưa vào biến 
đệm y,. Do đó, điều kiện (1.19) trở 
thành 


Bảng 1.5 
Xi 
1 
(a) 4| 0 
l 
4 
Xị 
1 
Œ) 4| -1 
0 
2 
*ị 
0 
(4| -1 
@® 
4 
Ÿ; 
0 ˆ| 
(4| 1 
ï 
-4 


X;+X;,+X;—X,+y, =8 
X;+ Xạ+ „ =l0 
Đính + ê6 (120) 
X.+X¿+2x¿+ yi=30 


X,X;,X;,X,>Ũ0 y¿>Ũ 
: Trong đó: x, là biến đư ; y,. y, là các biến giả tạo; y, là biến đệm. Vì biến dư xem như 
biên chính thức nên hàm mục tiêu (1.18) có thê viết: 
Z=4x,+2X, 1x, +Ũ.X, (121) 
Đưa phương trình (1.21) về dạng; 
4x,+2x, — lx,+0.x,-2=0 (1.21a) 


Căn cứ vào hệ phương trình (1.20) và phương trình (1.21a) thành lập bảng đơn hình 
(1.5a). Tiếp theo khử các biến giả tạo y, và y„ như đã làm trong §3.2. Phần còn lại tiến hành 
như trong §3.1. Bằng đơn hình cuối cùng (1.5đ) cho phương ấn tối ưu: 


max Z = 100 ứng với x,=20, x,= 10, x,=0,x,=22 
§3.4. Trường hợp cực tiểu hóa hàm mục tiêu 


Trong phần trước, các bài toán tối ưu đã được giải theo phương pháp đơn hình với điều 
kiện cực đại hóa hàm mục tiêu. 


Khi cần cực tiểu hóa hàm mục tiêu, ta nhân hai về của hàm mục tiêu với (-1). Như vậy 
cực tiểu hóa hàm mục tiêu Z có nghĩa là cực đại hóa hàm mục tiêu Z' = -Z. 


Thí dụ 1.4 


Cực tiểu hóa hàm 
Z=2xi+4X, +X. (1.22) 
với điều kiện 
X;~2x;,—2x;<_—L (a) 
2x¡-Xạ+2x¿=2 (b) (123) 
X;+2x;—Xy <5 (C) 
Xi,X;,X; >0 


Trước hết, ta nhân hai về của phương trình (1.22) với (-L) để có hàm mục tiêu Z°=-Z. Vì 
ở về phải của bất đẳng thức (1.23a) xuất hiện số âm (-I) nên phải nhân 2 vế của nó với (-L) để 
về phải b, trở thành một số dương. Sau khi làm như vậy, bài toán tối ưu trở thành: 


Cực đại hóa hàm Z' =-Z.=-2x, - 4x, -x, (12) 


với điều kiện 


—X.†+2x;+2x;¿>l (a) 
2x—X;+2x; =2 (b) 
X+2X;—X; <5 (C) 
X;,X;,X; >0 


(1.25) 


Hệ điều kiện trên có 3 dạng khác nhau nên ta tiến hành tính toán như đã trình bày trong 
§3.3. Cuối cùng bài toán tối ưu có dạng: 


Cực đại hóa hàm mục tiêu 

Z'=-2xi- 4X, -X,+Ũ0X, (1.26) 
với điều kiện: 

—Xi+2X;+2xX;—X,+y,=l (a) 

2xi—X;+2x,+ =2 (@®) 

¡—X¿ 3 Ÿ› 12? 

Xi†2X;—X;+ yạ=5 (C) 
X,X;,X; >Ö y;>0 


Trong đó: x, là biến dư; y,, y là các biến giả tạo; y, là biến đệm. 
Ta thành lập các bảng đơn hình như đã trình bày trong §3.3. 


Bảng đơn hình cuối cùng cho phương án tối ưu: max Z; = -1 hay min Z.= I ứng với x, = 0, 
Xx;=l,x,=l,y,=6. 

§3.5. Bài toán quy hoạch tuyến tính nguyên 

Trong thực tế, có những bài toán quy hoạch tuyến tính đòi hỏi toàn bộ các biến là những 
số nguyên. Ta gọi bài toán đó là bài toán quy hoạch tuyến tính nguyên. Nó có đạng sau đây: 

Cực tiểu hóa (hoặc cực đại hóa) hàm 


z= SCax, 
j=! 


với điều kiện 


1=1,2,..m 
x20, x là số nguyên, j = I, 2, ...n 


Trong đó: a„, b„ c là các hằng số. 


Bài toán quy hoạch tuyến tính nguyên có thể giải gần đúng bằng các phương pháp đã 
trình bày trong phần trước. Sau đó, làm tròn số để phương ân tối ưu trở thành tập hợp các số 
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nguyên. Tuy nhiên, cách tính gần đúng này chỉ có thể thực hiện được khi phương ñ ấn tối mụ 
bao gồm các giá trị đủ lớn. Nếu phương pháp tối ưu bao gồm một số giá trị bé (chẳng hạn <]), 
cách tính gần đúng này sẽ dẫn đến những sai số đáng kể. 


R. E. Gomory là tác giả đề ra thuật toán tìm phương án tối ưu của bài toán quy hoạch 
tuyến tính nguyên. Thuật toán đó như sau: 


Bước ï: 
Tìm phương ấn tối ưu theo phương pháp đơn hình trình bày trong phần trứoc. Từ bảng 
đơn hình cuối cùng, dùng các biến tự do để biểu thị các biến cơ bản: 


e—2 đụ, (128) 
Trong đó: 


x„- biến cơ bản trong bảng đơn hình cuối cùng; 

đụ số hạng tự do cùng hàng với Xpu 

d,- hệ số ứng với biên tự do, các hệ sô này cùng hàng với Xpö 

X„ biên tự do. 
Dấu tổng 3 áp dụng cho các biến tự do trong bảng đơn hình cuối cùng. 
Bước 2 


Giả sử giá trị của biến cơ bản xạ, là một số không nguyên (tức là d, không nguyên).Ta bổ 
sung thêm điều kiện 


3. l)8 29ờ (1.29) 
Trong đó: 
tì phần phân số của số d„ trong phương trình (1.28); 
ạ- phần phân số của đ, „ tong phương trình (1.28). 
Theo định nghĩa của Gomory 
t(a) =a - FN(a) t(a) >0 (130) 
Trong đó: 
t(a)- phần phân số của a; 
EN(a)- phân nguyên của số a. 
EN@) phải là số nguyên lớn nhất thỏa mãn điều kiện EN(a) < a. 


Thí dụ: 
EFN(Š5) = 5, FN(0,3) =0; FN(2/2) = l; 
FN(-5) = -5; EN(-0,3) = -1; FN(-4/3) = -2 
Bước 3. 


Bổ sung điều kiện rằng buộc (1.29) vào bảng đơn hình cuối cùng đã được thành lập trong 
bước 1. Xem bẳng đó là bằng đơn hình đầu tiên để thành lập các bảng đơn hình tiếp theo. Nếu 


18 


lần này phương â ân tối ưu lại bao gồm giá trị không nguyên, ta tiếp tục thực hiện các bước l, 
2, 3 cho đến khi nào phương án tối ưu trở thành tập hợp các số nguyên. 
Thí dụ 1.5 
Cực đại hóa hàm 
Z=3x,+2x, (a) 
với điều kiện 
2x¡+x;<8 (b) 
x,+2x;<6 (c) to 


X,; X; >> Ũ, X,, X, SỐ nguyên 


Trước hết, ta giải theo phương pháp đồ thị để đối chiếu kết quả tính toán với thuật toán 
Gomory. Trên hình (1.2), miền OBDE biểu thị miền nghiệm. Phương ân tối ưu xuất hiện tại 
điểm D: 


Xị ”. xy =Iải maxZ= 122 


Trong miền nghiệm trên hình 1. 2, các điểm ứng với phương án tối ưu nguyên được 
khoanh tròn. Có tắt cả 13 điểm như vậy. Ta chú ý đến điểm F (lân cận với điểm D) tại đó x, = 3, 
x,= 1, Z= 11. Kết quả này trùng với kết quả khi lấy tròn số phương án tối ưu (ứng với điểm 
D). Ta lại chú ý thêm điểm E: x.=4,x,=0, 2= 12. Kết quả này trùng với kết quả tính theo 
thuật toán Gomory. 

Thuật toán Gomory tiến hành như sau: 

Bước i. 

Thành lập các bảng đơn hình 
(1.6) cho bài toán tối ưu (1.31). Bằng 
đơn hình cuối cùng (1.6c) cho phương 
ân tối ưu: max Z.= 38/ 3 ứng với X,= 
10/3 và x, = 4/3. Ta dùng các biến tự 
do ÿ, và y, để biểu thị biến Xp; X; 
(ứng với hàng thứ 3 trong bảng 1.6c): 

x;= 4/3 - 1/3y, + 2/3y, 

Trong đó: dụ = 4/3: d,, = -1⁄3; 
d.,= 2⁄3 

Bước 2. 

Áp dụng công thức (1.29), bổ 
súng điều kiện ràng buộc sau đây vào 
bảng đơn hình (1/6c): Hình 12 


tạ. Y, + 12-Ÿ¿ >2 Do (1.32) 
Trong đó: 
bộ phần phân số của số đ=-1⁄3; 
„„- phần phân số của số d,,= 2/3; 
bu phần phân số của số hạng tự do 
dụ = 4/3, 
Áp dụng công thức (1.30): 
tạ =t(đ,)= 1/3) =-1/3-(-1) = 2/3 
t„ = t(d,,) = 1(2/3) = 2/3 - 0= 2/3 
Ly =t(đ/) = (4/3) = 4/3 - 1= 1⁄3 
Thay các giá trị trên vào điều 
kiện (1.32): 
2/3y, + 2/3y, > 1/3 (1.32a) 
Đưa bất đẳng thức (1.32a) về 
dạng đẳng thức bằng cách đưa vào 
biến giả tạo y, và biến dư XỊ 
2/3y, +2/3y, -x,+y,= 1⁄3 (132b) 
Sau khi bổ sung thêm điều kiện 
(1.32b) vào bảng đơn hình (1.6c}, ta 
được bảng đơn hình (I.7a). Bảng cuối 
cùng cho phương án tối ưu: max Z.= 
25/2 ứng với x, = 7⁄2 (chưa đạt yêu 
cầu) và x,=l. 
Ta lại tiếp tục các bước trên đây: 
Bước Ï: 
Áp dụng công thức (1.28) cho 
ẩn cơ bản x, trong bảng (1.7b): 
x,=7/2-1.y,-(U2x,) 
Bước 2: 


(a) 


(b) 


-{C) 


(a) 


@®) 


Bảng 1.6 
Xị ki | 
l6) 1 8 | Mã 
1 2 | y, 
3 2 0 -Z 
——=— — 
Ỳ; X; 
2 1⁄2 4 X, 
-U2 _6fÀ 2 Y, 
-3/2 1/2 -12 -2 
MÃ ; 
2/3 -13 10/3 X 
-1⁄3 2/3 4/3 X, 
-4/3 -1⁄3 -38/3 -Z 
"GD | 
Bảng 1.7 


E 


+? 


Tương tự như trên, sau khi áp dụng công thức (1.29), điều kiện ràng buộc bổ sung có 


dạng: 


0.y, + 1⁄2x, > 1/2 


Điều kiện này được bể sung vào bảng đơn hình (1.8a). Tiếp tục lập bảng đơn hình (1.8b) 
như thường lệ. Cuối cùng, được phương án tối ưu: max Z.= 12 ứng với x,=4,x,= 0, x. = 1. 
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Thí dụ 1õ. Bảng 1.8 
Cực đại hóa hàm 
Z=5x, =4X, + Xy () 
với điều kiện 


2x,+3x, <10 
4xi+x; <II (b) 


3x,+3x;+xị <13 


XỊ, X„, Xị É 0; X,, X;, X; SỐ 
nguyên. 


ĐỂ giải bài toán trên, ta chia 
làm 2 giai đoạn: 

Giai đoạn I 

Bước I 


Sau khi ấp dụng phương pháp 
đơn hình, ta được bảng đơn hình cuối 
cùng (1.9). Phương án tối ưu là: 


max 2 = 19,4 ứng với x, = 2,3; 
x,= 1,8; x;=0/7 
(Không đạt yêu cầu). 
Áp dụng công thức (1.28) cho ẩn 
cơ bản x, trong bảng đơn hình (1.9): 
x, = 1,8 - 0,4y, - (-0,2y,) - 0.y,. 
Bước 2 
Áp dụng công thức (1.29) để được điều kiện bổ sung: 
0,4y, + 0,8y, + 0.y, > 0,8 
Sau khi bổ sung điều kiện trên vào bảng (1.9), ta được bảng (1.10a). Tiếp tục lập bảng 
đơn hình (1.10b). Phương án tối ưu: max Z = 19 ứng với x, = 2,5 (không đạt yêu cầu). Ta 
chuyển sang giai đoạn 2. 
Giai đoạn 2 
Bước I 
Ấp dụng công thức (1.28) cho ẩn cơ bản x, trong bảng (1. I0b): 
X,= 2,5 - 0,5y, - 0.y, - (-0,25)x, 


Bước 2 
Áp dụng công thức (1.29) để được điều kiền ràng buộc bổ sung 
0,5y,+0.y, +0,75x,> 0,5 
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Ta tiếp tục lập các bảng đơn hình 
tiếp theo. Kết quả cuối cùng cho 
phương ấn tối ưu: 


max Z = l9 ứng với x,=2,x,=2, (4) 
x;=l 


§3.6. Bài toán đối ngẫu 


Ta hãy xét hai bài toán quy 
hoạch tuyến tính sau đây: 


Bài toán I 


Cực đại hóa hàm 


®) 


n P 
Zz=)3.CX, tA Cu Xuu (1.33) 


m 


với điều kiện 


n Ũ 
2,3/X, Mể bà Š b, 
j=l kzl 


(1.34) 
i=l,2....m 
n P 
3.2. = Đườn (1.35) 
4+=l k=i _ 
h=l1,2,... q 


: Trong đó: x,, Xu» x„làn biến không Âm, Xu Xu ve. X,„ là p biến tự đo (biến âm). Bất 
đăng thức (1.34) biêu thị m điều kiện ràng buộc dưới dạng bât đăng thức. Biêu thức (1.35) 
biểu thị q điều kiện ràng buộc dưới dạng đẳng thức. Tất cả các số a, b, c đều là hằng số. Khi 
bài toán trên đây không bao gồm cắc biến tự do và các điều kiện ràng buộc dưới dạng bất đẳng 
thức, ta gợi nó là bài toán quy hoạch tuyến tính có dạng chính tắc. 

Bài toán 2 


Cực tiểu hóa hàm 
LỦ 4 
Z =5 by, + bay (1.36) 
` i=t h=t 
với điêu kiện 
. + Ÿ 3; mhŸ mẹn È Cj 
im het 


(1.37) 
J=1,2,..,n 

5 Ngvi + ÊnekmnŸ mén = nạ 

" h 


= (1.38) 
k=l,2,....p 


Trong đó: y,, y„,... y,„ là biến không âm; yạ Ÿ 42s; ma là q biến tự do. 

Hệ bất đẳng thức (1. 37) biểu thị n điều kiện ràng buộc ni dạng bất đẳng thức. Hệ đẳng 
thức (1.38) biểu thị p điều kiện ràng buộc dưới dạng đẳng thức. 

Hai bài toán trên đây có mối quan hệ tương ứng mật thiết với nhau. Chẳng hạn n biến 
không âm trong bài toán l tương ứng với n điều kiện ràng buộc dưới dạng bất đẳng thức 
(1.37) trong bài toán2; p biến tự do trong bài toán 1 tương ứng với p điều kiện ràng buộc dưới 
dạng đẳng thức (1.38) trong bài toán 2; m điều kiện dưới dạng bất đẳng thức (1.34) trong bài 
toán l tương ứng với m biến không âm trong bài toán 2; q điều kiện dưới dạng đẳng thức 
(1.35) trong bài toán I tương ứng với q biến tự do trong bài toần 2. 

Ta gọi bài toán 1 là bài roán gốc, bài toán 2 là bài toán đối ngẫu. 

Căn cứ vào định lí đối ngẫu, ta có các tính chất quan trọng sau đây: 

Tính chất 1: 

Bài toán 1 và bài toán 2 là 2 bài toán đối ngẫu nhau. Nghĩa là: nếu lấy bài toán 1 làm bài 
toán gốc thì bài toán 2 là bài toán đối ngẫu; ngược lại, nếu lấy bài toán 2 làm bài toán gốc thì 
bài toán I là bài toán đối ngẫu. 

Tính chất 2 

Nếu bài toán gốc có phương án tối ưu thì bài toán đối ngẫu cũng có phương án tối ưu. 

Tính chất 3 

Giá trị cực đại của hàm mục tiêu trong bài toán gốc bằng giá trị cực tiểu của hàm mục 
tiêu trong bài toán đối ngẫu. Ngược lại, giá trị cực tiểu của hàm mục tiêu trong bài toán gốc 
bằng giá trị cực đại của hàm mục tiêu trong bài toán đối ngẫu. 

Nếu gọi Z là hàm mục tiêu trong bài toán gốc, Z* là hàm mục tiêu trong bài toán đối 
ngẫu, ta có hệ thức: 

max Z = min Z* 
min 2= max Z* (1,39) 

Trong thực tế, có trường hợp bài toán gốc khó giải hơn bài toán đối ngẫu. Khi đó, giải bài 
toán đối ngẫu sẽ thuận lợi hơn. 

Thí dụ 1.7. 

Cực đại hóa hàm Z=7X +5X, (1.40) 

với điều kiện: 

2x,+3x; <I9 
2x¡+ x;<l123 
0x,+3x; <15 
3x, +0x, <18 Qiá0 


x,>0,x,>0 
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Ta thành lập bài toán đối ngẫu như sau. Trong bài toán gốc, có hai biến không âm, không 
có biến tự do. Có 4 điều kiện ràng buộc mang dấu bất đẳng thức <, không có điều kiện ràng 
buộc mang dấu đẳng thức. Đồng thời, hàm mục tiêu được cực đại hoá. 

Vậy bài toán đối ngẫu bao gồm 4 biến không âm và 2 điều kiện mang dấu >. Đồng thời 
hàm Z được cực đại hoá. Do đó bài toán đối ngẫu có dạng: 

Cực tiểu hóa hàm 

Z' =19y,+13y; +15y, +iÊy, (142) 
với điều kiện 

2y,+2y;+0.y;+3y, >7 Hi 

3y,+l.y;+3y;+0.y,>5 (b) (1.43) 

YiY;.Y:,V,>0 

Các hệ số trong (1.42) lần lượt là các số hạng trong về phải của (1.41). Các hệ số trong 
(1.434) lần lượt là các hệ số của x, trong (1.41); các hệ số trong (1.43b) lần lượt là các hệ số 
của x, trong (1.41). 

Căn cứ vào nhận xét trình bày trong phần trước, ta cực đại hóa hàm Z'*= (-Z*) 

Sau khi đưa vào các biến dư y„ y„ và biến giả tạo u,, u,, bài toán đối ngẫu trên có dạng 

Cực đại hóa hàm 

Z'*=-19y, - 13y, - l5y, - 1l8y,+0.y, + Ũ.y, (1.42a) 
với điều kiện 
2y, +2y; +3y,¿—y; + mi (1.43a) 
3y, +Í.y; +3y¿ —Y¿ +; =5 


Sau khi giải theo phương pháp đơn hình (xem bảng (1.1 L)) ta được phương án tối ưu: 

max Z*° = 50 ứng với y, = 3/4, y, = 11⁄4,y,=y,=0 

(xem bảng (1.1le)) 

Vậy min Z* = 50 hay max 2 = 50 

Một điều lí thú là nếu toàn bộ các biến trong cả hai bài toán đều không âm thì các bảng 
đơn hình trong bài toán gốc có thể suy ra từ các bảng đơn hình tương ứng trong bài toán đối 
ngẫu. Ta sẽ vận dụng một số tính chất sau đây: 

L) Bảng đơn hình của bài toán gốc có thể suy ra từ bảng đơn hình tương ứng của bài toán 
đối ngẫu bằng cách hoán vị hàng và cột. Sau khi hoán vị hàng và cột, cần phải đổi dấu toàn bộ 
các phần tử tương ứng trong cột và hàng. 

2) Giữa các biến trong 2 bài toán, có mối quan hệ tương ứng sau đây. 


Lấy thí dụ bài toán đã cho. Đưa hệ điều kiện (1.41) của bài toán gốc về dạng đẳng thức: 


Bảng 1.11 


2/9 11/9 


-1⁄3 5/3 
-7/3 161/3 


z4 =l5~0.x,—3X; (1.44a) 
Z¿=18—3x,—0.x; 

Trong đó: 

Z¡; Z;„ 7a; Z, là các biến đệm đóng vai trò ẩn cơ bản, 

x,, x, đồng vai trò ẩn tự do. Ở đây, không đưa vào các biến giả tạo vì đằng nào cũng phải 


khử chúng. 
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Bằng cách tương tự, điều kiện (1.43a) của bài toán đối ngẫu có thể đưa về dạng: 


Yy,=-—7+2y,+2y,+0.y¿ li 


144 
y,=—5+3y, + Ly, +3y, +04, q44) 


Trong đó, các biến dư y„„ y„ đồng vai trò ẩn cơ bản và các biến Vụ Vy YŸ, đóng Vai trÒ 
ẩn tự do. Mối quan hệ tương ứng giữa các biến trong 2 bài toán biểu thị theo sơ đồ sau đây: 


biến tự do biến cơ bản 
Bài toán đối ngã 
ài toán đôi ngầu : y y M M Y ý, 
RẺ : : { 2 3 4 5 L (L45) 
Bài toán gôc Ỷ 2 Z7 LÃ Xị X; 
`¬—————~ `—— 
biên cơ bản biên tự do 


Sau khi hoán vị hàng và cột, ta hoán vị các biến theo sơ đô (1.45), Cuối cùng, ta được các 
bảng đơn hình (1.12c), (1.12đ), (1.12e) của bài toán gốc. Chúng lần lượt tương ứng với các 
bảng đơn hình (1.11c), (1.11đ), (1.11e) của : 
bài toán đối ngẫu. Bảng 1.12. 

Bảng đơn hình cuối cùng (1.12e) cho 
phương ấn tối ưu của bài toán gốc: 

max 2 = 50 ứng với X,=5,x,=3. 
$4. PHƯƠNG PHÁP GRAĐIÊN 


Phương pháp đơn hình là một công cụ 
tính toần cơ bản để giải các bài toán quy hoạch 
tuyến tính khi các biến là liên tục hoặc số 
nguyên. Song còn có những phương pháp 
khác có khả năng giải được bài toán tối ưu 
tuyến tính hoặc phi tuyến tính mà không dùng 
đến kĩ thuật đơn hình. Một trong những 
phương pháp đó là phương pháp Građiên. 

Ta đã biết rằng một phương án là một 
tập hợp các biến X¡, X„„... X, thỏa mãn các 
điêu kiện ràng buộc. Nó tương ứng với một 
điểm trong miền nghiệm thuộc không gian n 
chiều. Thực chất của phương pháp Građiên 
là xuất phát từ một điểm này đi đến một điểm 
khác trong miền nghiệm trên những hướng 
có lợi nhất sao cho phương án xắp xỉ đần dần 
và nhanh nhất với phương án tối ưu. Ta hãy 
minh họa vấn đề này trên hình 1.3, 
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Hình 1.3 


Trên hình (1.3a), các đường mức ứng với các giá trị khác nhau của hàm mục tiêu Z, (dạng 


tuyến tính). Các đường biên ec, cd, df biểu thị các điều kiện rà ràng buộc tới hạn* có dạng tuyến 
tỉnh. 


Giả sử đầu tiên ta xuất phát từ điểm a nằm trong miền nghiệm. Ta sẽ di chuyển theo 
hướng có lợi nhất là hướng véctơ građiên vuông góc với đường mức 2, vì trên hướng đó, giá 
trị của hầm mục tiêu tăng nhanh nhất. Theo hướng đó, ta di chuyển đến điểm b nằm trên 
đường biên của miền nghiệm. Nếu từ điểm b, ta lại tiếp tục đi chuyển theo hướng véctơ 
građiên thì giá trị của hàm mục tiêu sẽ tăng nhanh nhất, nhưng điểm mới lại vượt ra ngoài 
miền nghiệm. Do đó, ta phải đổi hướng di chuyển. Trên hình (1.3a) ta đi chuyển men theo các 
đường biên là tốt nhất: từ b di chuyển đến c, rồi từ c di chuyển đến d. Đây là điểm cuối cùng 
ứng với phương án tối ưu, 


Khi hàm mục tiêu có dạng phi tuyến và các điều kiện rằng buộc có dạng tuyến tính, ta 
cũng làm ương tự như trên. Chẳng hạn, trên hình (1.3b), ta xuất phát từ điểm a, di chuyển đến 
điểm b nằm trên đường biên theo hướng vếctơ građiên của hàm mục tiêu. Từ điểm b, men 
theo đường biên đi chuyển đến điểm c rồi từ điểm e di chuyển đến điểm d. 


Khi các điều kiện ràng buộc có dạng phi tuyến (hình I. 3c), ta cũng xuất phát từ một điểm 
bất kỳ a nằm trong miền nghiệm, men theo hướng véctơ građiên của hàm mục tiêu để di 
chuyển đến điểm b nằm trên đường biên. Vì các điều kiện ràng buộc ở đây có dạng phi tuyến, 
từ điểm b ta chọn một hướng di chuyển thích hợp chẳng hạn hướng bb' trên hình (1.3c) sao 


cho điểm mới vẫn nằm trong miền nghiệm. Bài toán này phức tạp hơn, ta sẽ đề cập đến trong 
phần sau. 


Cần chú ý ý rằng đối với bài toán quy hoạch tuyến tính, giải theo phương pháp građiên bao 
giờ cũng tồn tại một phương án tối ưu. Tuy nhiên, khi bài toán quy hoạch phi tuyến không 
thỏa mãn tính lồi, phương pháp građiên chỉ cho phương án tối ưu cục bộ. 


Sau đây ta sẽ nghiên cứu phương pháp građiên trong 2 trường hợp. 
* Khi một điều kiện dưới dạng bất đẳng thức trở thành đẳng thức ta gọi nó là điều kiện tới hạn, 


27 


§4.1. Trường hợp hàm mục tiêu có dạng tuyến tính hoặc phi tuyến, các điều kiện ràng buộc 
có đạng tuyến tính. 


Giả sử có bài toán tối ưu: 
Cực đại hóa hàm Z = Ấ(x,, X.„.... X,) (1.46) 


với điêu kiện 


i=1,2...m (147) 


Khi hàm Z có dạng tuyến tính, phương trinh (1.46) có dạng: 


â 
Z=>.Cớ (1.46a) 


” 


Điều kiện (1.47) vừa mang dấu đẳng thức, vừa mang dấu bất đẳng thức. Khi điều kiện 
ràng buộc mang dấu bất đẳng thức >, ta nhân 2 vế của nó với số (-1) để được một bất đẳng 
thức mang dấu <. Vì vậy, sau đây ta chỉ xét trường hợp bất đẳng thức mang dấu <. 

Giả sử véctơ cột {X,} Z {Xjø X;os‹ X,aÌ biểu thị một phương án nào đó nằm trong miền 
nghiệm ứng với giá trị Z, của hàm mục tiêu. Véctơ cột {x,} = [X. X;¡-. X,¡} biểu thị một 
phương án mới tốt hơn ứng với giá trị Z, của hàm mục tiêu nghĩa là Z, > Z,.Giả sử hàm mục 
tiêu có đạo hàm riêng bậc nhất liên tục tại mọi điểm trong miền nghiệm. 

Để giá trị của hàm mục tiêu tăng nhanh nhất từ điểm x„ ta men theo hướng véctơ grđiên 
của hàm mục tiêu. Phương án mới tốt hơn sẽ là: 

X,.=X,+Ád, (148) 

Trong đó: 

_ Â- một hằng số dương gọi là độ dài của bước; 
{d,}- véctơ chuyển vị của véctơ građiên ứng với hàm mục tiêu tại điểm Ró 


Vêctơ građiên của hàm mục tiêu có dạng 


Ôx, Ôx, `” ÔN, tân 
Theo định nghĩa trên đây, véctơ cột 
ð Øf 
{4,} =VY'fx)= R =. . 
Ôx ÔX; — ÔN, J0 g q50) 
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Phương trình (1.48) tồn tại với giả thiết Vf(x,)z 0. Khi hàm mục tiêu có dạng tuyến 
tính, từ phương trình (1.46a) ta có: 
Vf(x) =[€c;...c„ | (1.49a) 
do đó 
{d} ={c,e¿... c} (1.50a} 


Ta nhận thấy khi giá trị ^ càng lớn, giá trị hàm mục tiêu tăng càng nhanh. Vấn đề đặt ra 
là khống chế giá trị A như thế nào để có lợi nhất. Nó phụ thuộc vào 2 nhân tố sau đây: 


1) Khi tăng 3, một số biến có khả năng triệt tiêu. Để đảm bảo biến mới X. ¡ (tại điểm x ") 
không âm, điều kiện sau đây phải được thỏa mãn: 
=X;„+4d,,>0 


}a — 


từ đó suy ra 


Xịo z 
= ~g_ nếud <0 
ko 


}o 
Do đó, giá trị X phải thỏa mãn điều kiện: 
À<À,= ~Ị- —x,„/4, „| 
(1.551) 
Xj,>0 ; dị <0 
2) Khi tăng A„ điểm mới có thể vượt ra khỏi miền nghiệm. 
Để đảm bảo điểm mới không vượt ra khỏi miền nghiệm, ta phải có: 
ta [{x} =[2' |({x,}+2{4,}) <b, 
Trong đó: [a'] là hàng thứ ¡ của ma trận các hệ số a, ; (ứng với x) trong hệ thức (1.47). 
Nếu 


[2 ]-{d,}>0->A s2 
do đó À phải thỏa mãn điều kiện 
2<4,="[(b.~[z'].))/[z ]a2] 
[z]ia,}>o khểG 
Trong đó, chỉ số ¡ ứng với điều kiện ràng buộc thứ ¡. 


Vì những lí đo trên đây, giá trị A. phải lấy bằng giá trị bé nhất trong 2 giá trị ^, và 2.. vừa 
tính ở trên. 
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Khi một điểm mới có khả năng vượt ra ngoài miền nghiệm, ta không thể tiếp tục di 
chuyển theo hướng vectơ građiên của hàm mục tiêu, mà phải đi chuyển theo một hướng vectơ 
khác. chẳng hạn vectơ đơn vị {r}. Giả sử x, là một điểm nằm trên đường biên ứng với điều 
kiện ràng buộc tới hạn thứ ¡. Ta kí hiệu điểm đó là x,. Nếu từ điểm x_„ ta di chuyển theo hướng 
vectơ r}, số gia của hàm mục tiêu sẽ là Vf(x,).(r}. Tại điểm x, có khả năng một số biến triệt 
tiêu, chẳng hạn biến x, = 0. Để biến x, không âm, phải thỏa mãn điều kiện: 

X=x ,+À.r>0 
Ù }v 1 
nhưng vì 
x;„= 0 và À > 0 nên >0 (a) 
Mặt khác, để bảo đâm điểm mới không vượt ra khỏi miền nghiệm, ta phải có: 
Ứng với điều kiện ràng buộc tới hạn: 
[a]. (x} =Ia].((x +1 {r)) < b, 

nhưng vì điểm x_ nằm trên đường biên nên [2]. { x,} = b, 

do đó Xa]. (r}<0 

vì À.> Ô nên {a].{r}<0  (@®) 

Ứng với điều kiện ràng buộc mang dấu đẳng thức: 

[a1. (x) =[a]. ({x}+^{r))=b, 
nhưng 
[2]. {x,} = b, Œ, nằm trên đường biên) nên 2 [2] .{r} =0 

VỊ: ÀA>0nên[2].{r}=0 (c) 

Hướng di chuyển có lợi nhất là hướng vừa bảo đảm giá trị hàm mục tiêu tăng nhanh nhất, 
vừa thỏa mãn điều kiện biến không âm (điều kiện a), vừa thỏa mãn điều kiện điểm mới không 
vượt ra khỏi miền nghiệm (điều kiện b và c). Vậy để chọn hướng vectơ đơn vị (r}, ta giải bài 
toán quy hoạch phi tuyến: 


Cực đại hóa hàm 


Z„= Vf(&). {rị () 
Với điều kiện [ [2]. {r}<0 đối với điều kiện 
ràng buộc tới hạn 
ta]. {r} =0; j #¡ đối với điều kiện ràng 53) 


buộc mang dấu đẳng thức 
r,> 0 nếu X.v=0 
[r].{r} = 1 
Để tránh sự phức tạp khi giải bài toán phi tuyến trên đây, ta chọn vectơ (r) sao cho thỏa 
mãn 0 <r< 1 khi X.„= 0 và - l< 1Š 1 khi Xi „#0. 


Vậy bài toán trên đây có dạng: 


Cực đại hóa hàm: 
Z,= Ví). {r} (a) 
với điều kiện: 
[a].{r}< 0 đối với điều kiện ràng buộc tới hạn. 
{a].{r} =0 j ¡ đối với điều kiện ràng buộc (1.5 
mang dấu đẳng thức 
0<r< 1 nếu x„=0 
-1<r <1 nêux >0 (b) 
Hướng vectơ xác định từ bài toán trên là hướng có lợi song chưa phải là tốt nhất. Vì Vậy, 
sau khi xác định vectơ {r}, ta lại tiếp tục chọn độ dài bước 2. theo các hệ thức (1.51). (1.52). 


Bằng cách trên đây, ta cải tiến đần các phương án. Quá trình tính toán sẽ kết thúc khi nào giá 
trị V x ).{r} biên thành âm. 
Khi các điều kiện ràng buộc có dạng tuyến tính, ta chọn vectơ {r} sao cho hướng di 
chuyển là hướng men theo các đường biên của miền nghiệm. 
Thí dụ 1.8. 
Cực đại hóa hàm 
Z=2x,+x, (a4) 
với điều kiện: 
5x¡+x, <30 (1.55) 
3x+x; <20 
15x¡+x¿ S14 ®) 


XiX; >0 


Trên hình (1.4), các đường ec, cd, df biểu thị các đường biên ứng với các điều kiện tới 
hạn (1.55b). Giả sử xuất phát từ điểm a (1,2). Phương án đầu tiên là {x,} = (1 2} 
Căn cứ vào phương trình (1.55a) và công thức (1.49): 
Ôz!ôx: =2, Ôz!Ôx, =1 
đo đó vectơ građiên Vf{x) =[2 1]. 
Từ công thức (1.S0a): 
{d}=(dđ¿ đ¿ạ}={2 1) 


Đường ab trên hình (1.4) biểu thị vectơ (d,}, độ dốc tương ứng bằng 1/2. Từ phương 
trình (1.48), ta có điểm mới x.: 


81GR,J2Ấ] _ 
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Vì các phần tử của vectơ d, là những số dương 
nên không cần xét đến điều kiện (1.51). Hệ điều kiện 
(1.55b) có thể viết dưới đạng ma trận: 


5 1 30 
X: 
3 1 <|20 
X¿ 
L5 1 14 
hay: A.x<b 


Ứng với hàng đầu của ma trận A (1 =l): 
{a']=[5 I];b,=30 
b,- [a1] {xì =30 - [5 IỊ.41 2)=23 
[a1 ({d)=[5 1]1.{2 1}=11>0 


Thay các giá trị này vào điều kiện (1.52) ta được 
X„,=23/11. 


Ứng với hàng 2 của ma trận Á (¡i = 2): 
{a?]=[3 11;b,=20 
b,-[a?].{x,}=20-[3 1]. (1 2} = 15 
{a”] (d.} =(3 !.{2 1}=7»0 

do đó À„„= 15/7 

Ứng với hàng thứ 3 của ma trận A (=3): 
(a']=[1,5 I];b,= 14 
b,-[a]{x/}= 14-[15 1Ị.{1 2)= 15 
(a*]{d}]=[L.5 I].(2 1}=4>0 

do đó À,,= 11,54 


Căn cứ vào điều kiện (1.52), ta chọn 


Hình 1.4 


23/11 
ÀL=À;=23/1I=min| 15/7 
115/4 


Thay giá trị A. vào phương trình (1.56); ta có điểm mới 


Xụ | 2 357/11 
{x}=! ”l=| 2311 |= 
Xạy 2 1 45/11 
Điểm {x,) ứng với điểm b trên hình (1.4). Như vậy là sau khi xác định độ đài bước 2, ta 
di chuyển từ điểm a đến điểm b. Điểm mới này nằm trên đường biên ứng với điều kiện ràng 
buộc tới hạn thứ nhất. Đến đây, ta tiếp tục di chuyển theo hướng vectơ (r}. Ta có: 
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Ví&). {r} =VÑx,). {r}=[2 1]. {r, r,]Ì =2n, +r, (a) 


Ta xác định các thành phần của vectơ {r} theo các hệ thức (1.54b). Ứng với điều kiện tới 
hạn thứ nhất (=l): 


[a'] tr} = [5 1}.{ tr} =5n+r, : (b) 
Thay các biểu thức (a) và (b) vào bài toán (1.54) ta có bài toán tối ưu: 
Cực đại hóa hàm Z¿=2n+r, (a) 
với điều kiện: 
5n +r, <0 (1.57) 
-l<r<1l‡ Œ}) 
—lSp,<] 


Phương án tối ưu của bài toán trên đây là: 
fr,]={-5 1} 
Vậy từ điểm X„ta đi chuyển theo hướng vectơ {d)}={-U5 1}. Trên hình (1.4) ta nhận 
thấy đoạn eb có độ đốc bằng -5/1 do đó vectơ d, trùng với đường biên ứng với điều kiện tới 


hạn thứ nhất. Sau khi xác định vectơ {r]}, ta thay {x;} vào (x,}, {x,} vào {x }, {đ,} vào {d,) 
và ấp dụng công thức (1.48): 


X¿zÌ (57111. ,(-U5 
Bì [2 Ì>()*[ (158) 


Vìx.,=57/11>0vàd,,=-1/5 <0 
nên phải xét đến điều kiện (1.51): 
%,=(-57/11): (-1/5) = 285/11 


Ứng với điều kiện tới hạn thứ nhất, không cần tính 3, vì vectơ {d_} trùng với đường biên 
ứng với điều kiện tới hạn đó. 


Ứng với điều kiện tới bạn thứ 2 xem hệ bất đẳng thức (1.55b): 
-[a'].{x,}=20-[3 1].{5711 45/11}=4/11 
[a”].{d,}=[3 1].{-1⁄5 1}=2/5>0 
đo đó: 
4/11 
;=ểzẻ—=l0/11 
tạ 2/5 
Bằng cách tương tự, ứng với điều kiện tới hạn thứ 3, À„; = 67, 173/11. Căn cứ vào điều 
kiện (1.52) ta chọn 2. = À„, = 10/11. 
Chọn giá trị ^. bằng giá trị nhỏ nhất trong 2 giá trị %, và À„ vừa tính ở trên: À,= 10/11. 
Thay giá trị À vào phương trình (1.58): 
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x 5711 -1/5ÀÌ (5 
JSI=" le +10/11. = 
X;;J \45/11 1 5 
Điểm x, trùng với điểm C trên hình (1.4). Đây là điểm giao nhau giữa đường biên ứng 
với điều kiện tới hạn thứ nhất và đường biên ứng với điều kiện tới hạn thứ 2. 
Đến đây, ta tiếp tục di chuyển men theo đường biên ứng với điều kiện tới hạn thứ 2. Vì độ 


dốc của nó là -3/1 nên ta chọn vectơ {r] = {r, r,} ={-U3 1}. Bằng phương pháp tương tự 
trình bày ở trên, ta được điểm mới. 


Điểm này trùng với điểm d trên hình (1.4) và cho phương án tối ưu. 
Bây giờ ta hãy thử xác định vectơ {r} bằng cách giải bài toán phi tuyến (1.53). Lợi đụng 
kết quả của bài toán (1.57), ta có bài toán tối ưu: 


Cực đại hóa hàm 


2, =2n +1, 
Với điều kiện: 
Ỹn +, <0 () 
[r]-{r}= r¿ +rý =1 hộ (155) 


Kết quả giải theo phương pháp đồ thị ghi trên hình (1.5). 

Đường ac ứng với điều kiện tới hạn (1.59a). Đường tròn biểu thị điều kiện phi tuyến 
(1.59b). Miền nghiệm giới hạn bởi đoạn thẳng ac và cung tròn abc. Giá trị cực đại của hàm 
mục tiêu ứng với điểm a (giao điểm giữa đường thẳng 5r, + r, = 0 và đường tròn). Tại đó, 
r, =—1/A/26. r, = 5A/26 . Độ đốc của đoạn ac +T; 
bằng -5 do đó, phương của vectơ {đ,} trong 
bài toán trước trùng với phương của đườngac. 7Ï 232W[ ST. „=1 

Kết quả giải bài toán (I.57) cũng ghi trên 
(hình 1.5). Lúc này, miền nghiệm xác định 
bởi đường thẳng ac và các cạnh hình vuông 
về phía bên trái đường ac. Điểm a' ứng với 
giá trị cực đại của hàm mục tiêu. Nó là giao 
điểm của đường thẳng 5r, + r, =0 và đường 
r, =1. Tại đó, r, = - l/5, r, = 1. Điều này chứng 
tỏ phương của vectơ {r} trong bài toán tuyến 
tính (1.57) hoàn toàn trùng với phương của 
vectơ {r} trong bài toán phi tuyến (1.59). Hình 1.5 
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——-——~——~—=~= f„ = -† 


1 
 Brar, =ứ 


§4.2. Trường hợp hàm mục tiêu có dạng phi tuyến, các điều kiện ràng buộc mang dấu < có 
dạng phi tuyến, các điều kiện rằng buộc mang dấu đẳng thức có dạng tuyến tính 

Giả sử có bài toán 

Cực đại hóa hàm 
Z=f(X,,X;....X.) () 

Với điều kiện: 
8¡ (Xi,X;,...X„) < b, (b) (160) 
®, (X,X;,...X„= dụ (c) 


Trong đó: hàm Z có dạng phí tuyến; điều kiện (1.60b) có dạng phi tuyến; điều kiện 
(1:60) có dạng tuyến tính. Ta gọi (1.60b) là điều kiện ràng buộc loại 1 và (1.60c) là điều kiện 
ràng buộc loại 2. 

Để giải bài toán trên đây, ta cũng xuất phát từ một điểm X, trong miền nghiệm và di 
chuyển theo hướng vectơ građiên của hàm mục tiêu. Điểm mới xác định từ phương trình 
(1.48) trong đó giá trị À. lấy bằng giá trị nhỏ nhất trong 2 giá trị À, và À... À„ xác định theo điều 
kiện (1.51). Để xác định %„, ta giải phương trình: 


E,(XJ)=b, (1.61) 


Trong đó, chỉ số ¡ ứng với điều kiện ràng buộc tới hạn loại 1 thứ ¡, x, là một điểm mới. 

Zoutendijk đề ra một phương pháp xác định vectơ {r}, vừa bảo đảm điểm mới nằm trong 
miền nghiệm, vừa bảo đảm tăng nhanh giá trị hàm mục tiêu. Theo phương pháp này, ta xuất phát 
từ một điểm X. ,nằm trên đường biên. Ta sẽ xác định vectơ {r} bằng cách giải bài toán quy hoạch: 


Cực đại hóa hàm 
Z=Ơ 
với điều kiện 
Vg,(x,).{r}+ø<0 (a) 
[a']d<0 @ 
[a/ ]är}=0 (c) 
Vf(x,).{r]+ơ<0 (4) 
fr}{r} =l () 


Trong đó, chỉ số ¡ ứng với điều kiện tới hạn loại 1, chỉ số j ứng với điều kiện ràng buộc 
loại 2. Ấn của bài toán trên đây là ø và các phần tử của vectơ {r}. 


(1.62) 


Sau khi xác định vectơ {r}, ta xác định giá trị A và tiếp tục các bước như trong phần trước 
đã trình bày. 
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Thí dụ 1.9. 
Cực đại hóa hàm 

Z= l6X,—Xƒ +2x, () 
với điều kiện 


g,(X)=xjT—6x,+x,<0_ (b) 


8;(X)=xj+xj—50<0 (C) (1.63) 
3<x,<6 () 
3<x,<6 () 


Trước hết, ta tính các vectơ građiên theo công thức (1.49): 
Vfœ)=[(I6-2x/) 2] 

do đó: 
{d}={(6-2x) — 2} 
Vg,(%)=[(2x—6) 1] 
Vg,(x) =[2x, 2] 


Giả sử điểm xuất phát là (x } ={x,„ x;„} = {3 3). Ta có: 
Vf(,)=[(I6-2.3) 2]=[t0 2] 

do đó: 
{d,}={d¿ d,s}={10 2} 

Áp dụng công thức (1.48): 


1-(s)-49 _ 


Vì d,„= 10 >0, d,„= 2 > 0 nên không cần xét điều kiện (1.51). Để xác định ^„„ ta giải 
phương trình (1.61): 


8,/X,) = gÁX, +^Àd ) =b, 1=1,2 
Căn cứ vào các hệ thức (1.63b), (1.63c), (1.64) 
(3+101))-6(3+10A)+(3+2A)=0 (a) 
(3+10A)° +(3+22}” =50 (®) 
Từ phương trình (a) ta được ^„, = 0,235 
Từ phương trình (b) ta được À,„= 0,32 
Ta chọn giá trị ^ bằng giá trị nhỏ nhất trong hai giá trị vừa tính ở trên. Vậy ^.= 0,235. 


Điều này chứng tỏ điểm mới không vượt ra khỏi đường biên ứng với điều kiện tới hạn (1.63b). 
Thay giá trị ÀA vào phương trình (1.64) 
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"¬0}()54(5H8) 


Điểm mới (x,} = {x,} nằm trên đường biên ứng với điều kiện tới hạn (1.63b) 
Tiếp tục tính các vectơ građiên: 

Vf(x,) =[d6-2.5,35 2] = [5,3 2] 

Vg,(x,) =[(2.5,35 - 6) 1]'= [4,7 1] 

Vg(x,) =[(.5.35) 243.47] = [10,7 6,94] 
Thay các kết quả trên đây vào bài toán (1.62), ta có bài toán phi tuyến: 


Cực đại hóa hàmZ=øơ (a) 


Với điều kiện: 


4,7n +r, +Ø <0 (h) 
10,7n+6,9ár +ơ <0 (c) 
(—5,3q—2,)+øœ <0 (đ) (1.65) 


r+r£, =l (€) 


Bài toán trên đây gồm 3 ẩn ơ, r„ 1... Ta xác định các ẩn này bằng cách tìm giá trị lớn nhất 
của ơ từ hai hệ phương trình sau: 


47n+p,+ơ =0 
—5,3n —2r, ` =0 (a) 

+ =l 

10,7n+6,94,+ø =0 
(—5,3n—2r,)+0ø =0 (®) 


+ =Ì 


Nghiệm của phương trình (a) là: 


ø= 0.383 
r,=-0,287 
ï,= 0,957 


Hệ phương trình (b) không có nghiệm. 


Kết quả giải theo phương pháp đồ thị ghỉ trên hình (hình 1.6). Thay ơ = 0,383 vào hệ 
phương trình (a) 
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4/7n+r; =-0,383 
5,3nj+2n, =0,383 


g + =Í 


(a) 


Nghiệm TT, của hệ phương trình 
(a') ứng với điểm giao nhau giữa hai 


đường thẳng và vòng tròn r? +r? = 1. 


¬- 5,3r,+2r,=0,383 
Sau khi xác định vectơ 


{d,}={d„ d,,}={-0,287 0,957} 


ta áp dụng công thức (1.48) để được 
điểm mới 


4.7r,+r,=-0,383 
10,7r,+6,84r,=-0,383 


{x;) = {xjJ] +^ fđj) 


Thay các kết quả vừa tính ở trên 


vào phương trình: 
X 3,35 -0,287 
Ệ 1 Ngài C +À Hình 16 
?! lx,,| |3/47| |0,957 


(1.66) 


Vì d,.= d,, = -0,287 <0 và x,,= x,„= 5,35 > 0 nên phải xét đến điều kiện (1.51) 


Xu 35 =19 


xạ =— 
"dị, -0,287 


Vì d,, = 0,957 > 0 nên không cần xét đến điều kiện (1.51). Do đó ta chọn ^„ = 19. 
Để xác định À„ ta giải phương trình (1.6L): 
g,(;)=b, i=1,2 
Thay hệ thức (1.66) vào các điều kiện (1.63b), (1.63): 
(5,35 - 0/2872)? - 6(5,35 - 0,287) + (0,47 +0,957A)=0 a) 
(5,35 - 0,287 + 4,47 + 0,957)? - 50 =0 () 
Phương trình (b) cho giá trị min À„ = 1,75 
Sau khi so sánh 2 giá trị X, và À„ ta chọn À.= 1,75. Thay giá trị A. vào phương trình (1.66): 


Xị; 3,35 0,287 4,85 
{z}=|”|= +l,75 = 
X;;zJ \3,47 0,957 / (5,14 
Căn cứ vào sự phân tích trên đây, điểm mới {xi nằm trên đường biên ứng với điều kiện 


tới hạn thứ hai của bài toán. 
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Để được các điểm tiếp theo, ta lặp lại các bước  *% 
như đã trình bày ở trên. : 
Trên hình (1.7), điểm xuất phát {x,)={3 3) ứng 7 
với điểm B. Từ điểm B, ta di chuyển đến điểm mới 6 
{x,} theo hướng vectơ građiên [10 2] với độ dài bước 
}X= 0,235. Điểm {x,} nằm trên đường biên ứng với 
điều kiện tới hạn thứ nhất và trùng với điểm C. 


Zmax=65 


5 ị 
: | 
Từ điểm {x,}, ta di chuyển đến điểm {x,} (điểm 3 
D trên hình 1.7) theo hướng vectơ 2 

{d,}={f}={hõ: n}={-0/287 0.957} với độ dài 


bước À = 1/75. ' 
Từ điểm {x,}, ta đi chuyển đến điểm {x;} nằm 01 23. 4.5.6” 
ngay dưới điểm A trên hình (1.7). Điểm cuối này ứng Hình 1.7 


với giá trị max 2 = 65. 


§5. PHƯƠNG PHÁP TUYẾN TÍNH HÓA BÀI TOÁN QUY HOẠCH PHI TUYẾN 


Trong tính toán kết cấu, bài toán quy hoạch phi tuyến thường gặp nhiều hơn bài toán quy 
hoạch tuyến tính. Giải bài toán quy hoạch phi tuyến thường khá phức tạp, nên người ta đã tìm 


cách tuyến tính hóa bài toán đó để có điều kiện sử dụng phương pháp đơn hình hoặc phương 
pháp građiên. 


Có 2 hướng tuyến tính hóa bài toán quy hoạch phi tuyến: 
1. Hướng tuyến tính hóa bằng chuỗi Taylor. 

2. Hướng tuyến tính hóa từng mẫu. 

§5.1. Phương pháp tuyến tính hóa bằng chuỗi Taylor 

Giả sử có bài toán quy hoạch phí tuyến: 

Cực đại hóa hàm 


2 =fÍŒX,, X„... XI) (a) 

Với điều kiện 
B,(X),X;,...,X„) <0 (b) (1.67) 
¡=1,2,..m 


Xi,X;,...,X„ 2Ô 


Trong đó, hàm Z và g, đều có dạng phi tuyến. Để giải bài toán trên, ta tuyến tính hóa các 
hàm phi tuyến bằng cách giữ lại hai số hạng đầu tiên của chuỗi Taylor. 

Giả sử cho trước giá trị Đœ, ) của hầm (x) tại điểm {x,}. Theo định lí Taylor, giá trị của 
hàm (x) tại điểm {x,] có thể viết gần đúng: 


0(x,)=o(%,)+Vo(x,).({x,}—{x,}) (1.68) 
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Trong đó, V@(x,) là vectơ hàng [8o/ôx, 60/2x,... ôp/x,] tại điểm {x} = {x4}. 
Ấp dụng công thức (1.68) cho bài toán trên, ta có bài toán quy hoạch tuyến tính: 
Cực đại hóa hàm 
Z=f(x,)+Wf@&,).((x,}~{x,}) (a) 
Với điều kiện: (1.69) 
&,(%,)=ø,(x,)+Vg,(,).({xi}—{x,}) ®) 
Xi; X20 1=1/2,.m 
Ta dùng phương pháp đơn hình hoặc phương pháp građiên để tìm phương án tối ưu {xì : 
Sau đó, thay [x} vào tx,}, {x,)} vào {x,} để tìm phương án tối ưu f); Cứ như thế, ta tiếp 
tục quá trình tính lặp cho đên khi phương án tối ưu trong 2 vòng tính cuối cùng xấp xỉ nhau. 
Thí dụ 1.10. 
Cực đại hóa hàm 
Z=2X,+X, (a) 
Với điều kiện 


xỉ -ÕX, +X;¿ <0 
xj+x;—80 <0 (b) 


x;>3,x;>0 


(1.70) 


Để đối chiếu các kết quả tính toán, trước hết ta giải bài toán trên theo phương pháp đồ thị 
(hình 1.8). 

Phương án tối ưu xuất hiện tại điểm A: X,=4, x, = 8, max Z = l6. 

Đây là điểm giao nhau giữa 2 đường biênứngvới — @ 
tệ điều kiện ràng buộc tới hạn (1.70). 

Bây giờ ta thử giải bài toán trên bằng cách giữ 2 số 
hàng đầu của chuỗi Taylor. Trước hết, ta tính các vectơ 
građiện. 


2 
X‡+X? = 80 


Vf(x)=[@f/ôx, ôf/2x,]}  =[2 1219) 
Vg(x)=[Ôg,/ôx, ôg,/2x;] =[x/—6) 1] (172) 
Vg,(x) =[ôg,/ôx, ôg,/Øx,]=[2x, — 2x;] (1.73) 


x?-6x,+X„= 0 2„„=16,44 


\g z=2x,+xX, 
Z2„„=18,00 
Giả sử xuất phát từ một điểm bất kì chẳng hạn 

điểm B(x, = 5, x, = 8) nằm ngoài miền nghiệm (hình 
1.8). Thay giá trị {x} = {xạ} “Xe Xạa) ={5 8]vào s 
các hệ thức (1.70a), (1.70b): 


Eì 5 
Hình 1.8 
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f(X;)=2.5+8 = l8 
E((Xạ)=5.5—6.5+8=3 
8;(Xạ)= 5.5+8.§~80 =9 


Thay giá trị {x„} vào các vectơ građiên (1.71), (1.72), (1.73): 
Vf(x) =[2 1]; Vg,(J)=[4 1]; Vỹ, (x/)=[10 6] 


Áp dụng các kết quả trên vào bài toán (1.69), ta có bài toán quy hoạch tuyến tính: 
Cực đại hóa hàm: 


Œ; ~5) 
Z=18+(2 DIERS) (a) 
Với điều kiện: 
(x 
3+[4 HỆ l -Je9 (b) 
(xị—5) 
9+(10 SI  ]e9 () 


Sau khi chỉnh lí kết quả tính toán, ta có bài toần: 
Cực đại hóa hàm 
Z=2x,+1%, 
với điều kiện: 
4x,tx,-25 <0 
10x, + lốx, - 169 <0 
x,23, x,>0 
Áp dụng phương pháp đơn hình, ta được phương án tối ưu: max Z. = 16, 44 ứng với 


x,= 4,278, x, = 7,888. Phương án tối ưu xuất hiện tại điểm C (hình 1.8) là điểm giao nhau 
giữa các đường 4x, +x, - 25 = 0 và đường 1Ôx, + lốx, - 169 = 0. 


Bước sang vòng tính thứ hai, ta thay điểm TH = Đụ, x}= ={4,278 7,888} vào điểm 


{x,} và thay điểm {s} = TLÚt ii} vào điểm {x,} trong bài toán (1.70). Sau khi chỉnh lí kết 
quả tính toán, ta có bài toán: 


Cực đại hóa hầm 
Z=2x,+X, 

với điều kiện: 
2,556X, + x, - 18,267 <0 
8,556x, + 15,776x, - 166,278 < 0 


x,>3, x,>0 
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Giải bài toán trên, ta được phương án tối ưu: max Z,= 16,03 ứng với x, = 4,03, x, = 7,97. 
Kết quả này xấp xỉ với phương án tối ưu xác định theo phương pháp đồ thị. Nếu tiếp tục 


vòng tính thứ 3, kết quả cũng sẽ như trên. 


Giả sử xuất phát từ điểm F(x, = 3, x, = 8) (xem hình 1.8). Vòng tính đầu tiên cho phương 
án tối ưu X, =51,x, =0. Vòng tính thứ hai: x, = 14,45, x, = 0. Các vòng tính sau cho phương 
ân tối ưu: x,=6,x,=0, Kết quả này rõ ràng là không chính xác. 


Giả sử thay điều kiện phi tuyến x? +x? —80 < 0trong bài toán (1.70) bằng điều kiện 
tuyến tính x,.9<0. 


Ta có bài toán: 


Cực đại hóa hàm 


với điêu kiện: 


xÌ-6x,+x,< 0 (b) (1.74) 


Phương án tối ưu của bài toán này vẫn xuất hiện tại điểm A (hình I.8): x,=4,x,=8. Tuy 
nhiên, nếu ta cũng xuất phát từ điểm B (hình 1.8) rồi thực hiện các bước tuyến tính hóa như đã 
trình bày ở trên thì phương án tối ưu sẽ là: max Z = 15 ứng với x, =3, x, = 9. Kết quả này 
không chính xác. 


Từ các kết quả trong 2 thí dụ trên, ta có mấy nhận xết sau: 

1) Phương án tuyến tính hóa bằng chuỗi Taylor không phải lúc nào cũng cho kết quả 
chính xác. Chẳng hạn xuất phát từ điểm F sẽ dẫn đến những sai số rất lớn. Tuy nhiên, nếu ta 
biết chọn điểm xuất phát hợp lí (chẳng hạn điểm D, điểm B) thì khuyết điểm trên đây có thể 
khắc phục được. 

2) Phương án tuyến tính hóa bằng chuỗi Taylor chỉ có hiệu lực khi phương án tối ưu xuất 
hiện tại điểm giao nhau giữa các đường biên trong bài toán gốc phi tuyến. Chẳng hạn kết quả 
tính toán trong thí dụ thứ 2 là không chính xác vì phương án tối ưu trong bài toán gốc phi 
tuyến xuất hiện tại điểm A, chứ không phải tại điểm G (điểm giao nhau giữa hai đường biên 
ứng với các điều kiện tới hạn (1.74b) và (1.74c). 

§5.2. Phương pháp tuyến tính hóa từng mẫu 


Phương pháp tuyến tính hóa từng mẫu áp dụng cho bài toán quy hoạch phi tuyến: 


Cực đại hóa hàm: 


42 


Z=Ð f0) 
m 


Với điều kiện: 


2,8,œj){> = <ịb, (175) 
j=l 
1=1,2,..m 


Trong đó, các biến X xuất hiện riêng biệt trong các hàm f và §„ nên ta gọi nó là bài toán 
có biến tách rời. 


Vấn đề đặt ra là phương ấ án tối ưu của bài toán gần đúng giải theo phương pháp tuyến tính 
hóa từng mẫu có tính chất cục bộ hay toàn bộ? Điều này phụ thuộc vào tính chất 1ô¡ hoặc iỡm 
của hàm mục tiêu và các điều kiện ràng buộc. 


Nếu f(x) là một hàm lõm trong miền lồi kín X thì giá trị cực đại cục bộ của f(x) trong X ˆ 
cũng là giá trị cực đại toàn bộ của f(x) trong X. 

Nếu f(x) là một hầm lôi trong miền lồi kín X thì giá trị cực tiểu cục bộ của f(x) trong X 
cũng là giá trị cực tiểu toần bộ của f(x) trong X. 


Nói chung, khi ấp dụng bài toán gần đúng tuyến tính hóa từng mẫu, ta chỉ có thể xác định 
giá trị cực đại (hoặc cực tiểu) cục bộ của hàm mục tiêu. Chỉ khi nào các hàm f, Bụ thỏa mãn 
các tính chất lồi (hoặc lõm) thích hợp sao cho giá trị cực tiểu (cực đại) cục bộ đồng thời cũng 
là giá trị cực tiểu (cực đại) toàn bộ, ta mới có thể tìm được giá trị cực tiểu (cực đại) toàn bộ cho 
bài toán gần đúng. Từ đó, suy ra giá trị cực tiểu (cực đại) toàn bộ cho bài toán phi tuyến (1.75). 


Sau đây là một số khái niệm về hàm lồi, hàm lõm. 
$5.2.1. Khái niệm về hàm lôi, hàm lõm 


Hàm lồi: hàm f(x) gọi là hàm !ồi trong miền lồi X e E" nếu ứng với hai điểm bất kì 
X,.X¿ € X (x¡ # x;) và ứng với mọi giá trị À sao cho 0 < 2. <1, nó thỏa mãn bất đẳng thức: 


Ãf(x,)+(I=2Jf(Œ,) > f[Âx; +(1—4)x;] (16) 


Hàm lõm: Hàm f(x) gọi là hầm lõm trong miền lồi x e E" nếu ứng với hai điểm bất kì Xp 
x, € Xá, # x,) và ứng với giá trị A sao cho 0 < À.< 1, nó thỏa mãn bất đẳng thức: 


AfŒ%,) + (1 -A) fŒ&,) < f[A@, +(1-)x,] (17? 
Chẳng hạn f(x) = 1⁄x là một hàm lỗi với mọi giá trị x >0 vì nó thỏa mãn điều kiện: 


À l-À^ 1 
(a) 
X;  Xị ÀX;+(-À)X, 
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Thực vậy, nếu bất đẳng thức trên được thoả mãn thì sau khi nhân hai vế của nó với 

Ax;+(I—A)x,, điều kiện sau đây cũng được thỏa mãn: 
-)A.GŒ,—X;¿)”/X,x; >0 œ®) 

Về trái của (b) luôn luôn dương theo giả thiết của bài toán nên ngược lại điều kiện (a) ất 
phải được thỏa mãn. Đó là điều phải chứng minh. Ta gọi hàm trên là hàm /ôi ngặt. 

Hàm lồi có những tính chất cơ bản sau đây: 

1) Nếu hàm f(x) là một hàm lồi thì hàm -f(x) là một hàm lõm. 

2) Hàm tuyến tính f(x) = c.x (c là hằng số) là một hàm vừa lồi vừa lõm. 

Tính chất này suy ra từ tính chất 1. 

3) Tổng của các hàm lỗi (lõm) là một hàm lồi (lõm). 

§$5.2.2. Nội dung phương pháp tính tuyến tính hóa từng mẫu. 


Thực chất của phương pháp tuyến tính hóa từng mẫu là thay đồ thị của hàm có biến tách 
rời bằng một đường gẫy khúc. 


Giả sử cho hàm y = f(x) biểu thị như hình (1.9). 


Hình 1.9 


Từ điểm x = X. đến điểm x,= u, ta chia trục hoành thành t đoạn nhỏ giới hạn bởi (t+l) 
điểm. Để tuyến tính hóa hàm y, ta thay cung trong mỗi đoạn chia bằng đoạn thẳng tương ứng. 
Chẳng hạn cung a`Bc' ứng với đoạn (x., x,„,) trên hình (1.9) thay thế bằng đoạn thẳng ab'c'. 
Vì vậy, giữa hai điểm lân cận bất kì X, và x..,, hàm y ứng với điểm x được thay bằng hàm 
ÿ =Ê(x) trong đó ÿ = bb' (xem hình 1.9). 

'*„ suy ra các hệ thức sau đây: 
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Đặt œŒ ===. Từ các quan hệ hình học trên hình (1.9) ta có: 
x=B,X, + Xi (1.78) 
9 = BuYv + Bu.Yk. (1.9) 
trong đó: 
B, = Si 
1.80 
B,.=œ ( ) 
X-XY 
œ=———— <œ<] L81 
Xi¿ —Xự ( ) 


Giá trị bất kì của biến x và giá trị hàm ÿ ứng với biến x có thể biểu thị bằng các hệ thức 
sau đây: 


T1 
x =B,X, +B¡X, +...+Xy +, Xu +...2 B,x,= 38x. (1.82) 
k0 
t 
ÿ=ŸfŒx)= B,y, +Bjyi+...+ BuY, + ST +... ty, = 5,Buy, (1.83) 
k=0 
Hệ số phải thỏa mãn các điều kiện sau đây: 
B,>0 k=0,12.. 
: (1.84) 
>8, =l 
ko 


Căn cứ vào các hệ thức (1.78), (1.79), ta có thể suy ra các tính chất sau đây: 

1) Số hệ số B có giá trị dương không lớn hơn 2. 

2) Nếu có 2 hệ số đương B, > 0, 8, > 0 thì chỉ ship: có thể là s = r -1 hoặc s= r + I. 

3) Nếu hệ số B, = 0 thì ắt phải có B, , = 1 hoặc ƒ,.. 

Ta sẽ minh họa các vấn đề trên đây bằng một thí dụ đơn giản. Cho hầm y=f(x) =2x?, 0 < 
x<2.Để tuyến tính hóa hàm y; từ điểm Xạ=0 đến điểm X.= 2, ta chia trục hoành thành 8 đoạn 


bằng nhau giới hạn bởi các điểm Xạ=0,x, =0,25, x,= =0, 30..., x¿ = 2 (nói chung không nhất 


thiết phải chia đều). Ta lần lượt ứnh giá trị của hàm y = 2x? Tại các điểm chia. Kết quả ghi trên 
bảng (1.13) 


Bảng 1.13 
Điểm XÓ 
X 0 
| y=2# 0 


Giả sử cần xác định giá trị của hàm ÿ = Ÿ(x) tại điểm x = 1,1 (nằm giữa điểm x, = l và x, 
= 1,25). Áp dụng các công thức (1.80), (1.81). 


B,=I~B, =Š 

Áp dụng điều kiện (1.84) 
B„ +, +ổạ +Bạ +3/5+2/5+B„ +; +B¿ =1 

=.8,+ñ,+B; +B; +B; +B; +; =0 

nhưng vì 8, >0 k=0, 1, 2,....8 

nên B, =B, =B; =B; = B = B; = ñ¿ = 0. Áp dụng các công thúc (1.78), (1.79): 
x =B,„x,+B,x, =(3/5).1+(2/5).1,25 = I1 
ÿ=B,/y,+B,y, = 3/5).2+(2/5).3,125 = 2.45 


Giá trị chính xác của y = 2(1,1)? = 2,42. Ta nhận thấy hàm y = 2x? là một hàm lỗi trong 
khoảng từ điểm x " đến x, vì nó thỏa mãn điều kiện (1.76): 
y=f(1,))=2.42< $ =f(,I) =2,45 
Bây giờ ta hãy trở về bài toán tuyến tính hóa từng mẫu. Giả sử mỗi biến 5; đều có cận trên 
là u,, 
Ta chia khoảng cách từ gốc tọa độ đến điểm u, thành t đoạn giới hạn bởi t, +1 điểm sao cho: 


Xại =Ũ ŠK €...<Xụ € Xi¿ljj Š.. Š Xụ =0) 


Áp dụng hệ thức (1.83) cho các hàm tá) và Bj(X): 


Èœ) = X)Bu#4) (1.85) 
k=0 
ñy(%,) = S Pug,(xu) (1.86) 


Áp dụng các hệ thức (1.82) và (1.84): 


38, = lô >0 (187) 


kx0 
với mọi k và j 
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Thay các hệ thức (1.85) và (1.86) vào bài toán (1.75), ta có bài toán quy hoạch tuyến 


tính: 
Cực đại hóa hàm: 
LÍ 


2 =5,2,Buf(Xu) 


ml k=0 


với điều kiện: 


3. Eu(Xu){< % 


j=! k0 


1=1,2,..m 


2„,B„ =Il 
k=0 


B„ >0 với mọi k và j, j = l,2,....n 


() 


@®) 


(c) 


Trong bài toán trên, f, J(X) và B¡(X) là những giá trị đã biết, còn Bụ là các biến; Vấn đề đặt 
ra là tìm giá trị của các biến Bụ sao cho chúng vừa thỏa mãn các điều kiện (1. 8§b), (1.88c), 


vừa cực đại hóa hàm Z. 
Thí dụ 1.11. 
Cực đại hóa hàm 
Z=l6x,T—x) +2; 
với điều kiện 
-Ốxi+X;<0 
Xj +x; —50 <0 


6>x¡>3,6>x;>3 


(a) 


(®) (1.89) 
(c) 
(đ) 


Trước hết, ta nhận thấy rằng hàm mục tiêu Z là một hàm lõm trong miền xác định bởi 
điều kiện (1.894) vì nó thỏa mãn điều kiện (1.77). Đồng thời, miền nghiệm xác định bởi các 
điều kiện (1.89b), (1.89c), (1.89) là một miền lồi kín (xem hình 1.10). Do đó phương án tối 


ưu cục bộ của bài toán (1.89) cũng sẽ là phương án tối ưu toàn bộ của nó. 


Căn cứ vào bài toán (1.89), ta thấy f.(x,) = 16x, ~ x‡; f;(X;)=2X;; 8u(X,) =X? ~ỐXI; 
8i;(X;)= X;: Bạ(X))= Xƒ;ý 8a;(X;) = x); b, =0; b, = 50. Đối với biến x, cũng như biến x, từ 
điểm x=3 đến điểm x; = 6, ta chia trục hoành thành 3 đoạn bằng nhau giới hạn bởi các điểm 


Xụ= 3, Xụ = 4, X„y= 5, X;y = 6, 


Kết quả tính giá trị các hàm f, và g„ ứng với các điểm chia ghỉ trên bảng (1.14) 


4? 


Bảng 1.14 


Trong bài toán trên, chỉ số k biến thiên từ 3 đến 6. Có thể thay x = X - 3 trong đó X là biến 
mới để cho k biến thiên từ 0 trở đi song cũng không cần thiết làm như vậy. Thay các kết quả 
tính toán trên đây vào phương trình (1.88a), hệ thức (1.88b) và chú ý rằng k biến thiên từ 3 
đến 6, ta có bài toán quy hoạch tuyến tính: 


Cực đại hóa hàm: 
2= 398,, + 48B, + 35B;, + 608,, + 6,; + 8B„; + 10B; +12B,„ — (a) 
với điêu kiện: 
~9B,, — 8B, — 5B,, + 0B,, + 3B,, + 4B,„„ + 5B,, + 6B,, <0 
9B;, + 16B,, + 25B,, + 36B,, + 9B,, + 16B, + 25B, +36B,,<50 (b) (1.90) 
Bụ +Bạ +¿ +ñạ =1 (với biến x,) 
B„ +B„„ +ñ„; +B¿; =L (với biến x,) 
Bạ>0 k=3,4,5,6 j=l,2 
Ta giải bài toán trên đây bằng phương pháp đơn hình. Sau khi đưa các biến đệm ÿy¡,y, và 
các biến giả tạo Y;, y„ vào hệ điều kiện (1.90b), ta thành lập bảng đơn hình (1.15a). 


Trong hai bảng đơn hình (I.15b), (1.15c), ta khử hai biến giả tạo y; và y„. Các â ẩn tự do B., 
và j,, trở thành â ẩn cơ bản (xem bảng (1.15c)). Nhưng vì trong phương ấn tối ưu, chỉ được 
phép xuất hiện nhiều nhất là 2 biến dương với 2 chỉ số k lân cận, nên trong bảng đơn hình tiếp 
theo, ta phải tìm cách hoán vị ẩn tự đo và ẩn cơ bản sao cho các ẩn tự do sau đây trở thành ẩn 
cơ bản: 

1) 8, hoặc B,„, đối với biến x, 

2) B,„„ hoặc B,„, đối với biến x, 

Trong bảng (1.15c), ta có thể hoán vị 2 ẩn y, và B,, hoặc y, và B„„„ nhưng vì phần tử ứng 
với cột j„„ là số -9 < 0 nên ta hoán vị 2 ẩn y, và B,, (phần tử chốt là số I1 > 0). 

Trong bảng (1.15đ), ta có thể hoán vị 2 ẩn y, và B„; hoặc y, và J,„ nhưng vì phần tử ứng 
với cột ñ,„ là số -4 < 0 nên ta hoán vị y, và j,„ (phần tử chốt là số 3,1 > 0). 

Bảng đơn hình cuối cùng (1.15e) cho phương ấn tối ưu: max 2 = 65 ứng với B„= I 
Bụ, = 0, B„, = 0 và B,, = Í 


Áp dụng công thức (1.82) và sử dụng kết quả trong bảng (1.14): 
48 


®) 


() 


() 


13,86 | -7⁄37 | 


Chú thích ; Các phần tử khoanh tròn trong bằng là các phần tử chết. 
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Xi =B¡-Xj + ñạ. X;=l.x,+0.X/=l.5=5S 
X;=B„„- X„+ B¿; x,,=0.xX„+1.xu=1.5S=5 


Vậy phương ấn tối ưu của bài toán này là: 
max 2 = 65 ứng với x, = 5, x, = 5. ⁄ 

Hình (1.10) ghi lại kết quả tính theophương Ê 
pháp đồ thị. Miền gạch chéo biểu thị miền nghiệm. s 

Đường biên x;+x; =50 và đường biên 4 
Xị —6x, +x; = 0 giao nhau tại điểm A. Điểm này  ; 
ứng với phương ân tối ưu: max Z = 65, X,=5và 
x,= 5. Vậy kết quả tính theo phương pháp gần 
đúng hoàn toàn phù hợp với kết quả tính theo ÏÌ 
phương pháp đồ thị. Tuy nhiên, cần phải thấy rằng 
nếu điểm chia không trùng với điểm 5 thì sẽ có 


c— Z„„=65=16x,-X?+2X, 


0 1 2 3 4 5 68 7 


sai số (xem bằng 1.14). Hình 1.10 


Do đó, càng có nhiều điểm chia, kết quả càng chính xác. Mặt khác, phương pháp tuyến 


tính hóa từng mẫu có thể cho phương án tối ưu cục bộ. Khi có nhiều phương án tối ưu cục bộ, 
ta sẽ chọn phương án tối tu có lợi nhất. 


Cuối cùng, cần chú ý rằng phương pháp tuyến tính hóa từng mẫu chỉ áp dụng cho bài 


toán phi tuyến có biến tách rời. Nếu các biến không tách rời nhau, chẳng hạn khi tích hoặc 
thương của biến xuất hiện, ta phải tìm cách tách rời trước khi sử dụng phương pháp tuyến tính 
hóa từng mẫu. 
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§5.3. Phương pháp tách rời biến 
Giả sử có tích của 2 biến X,. Xi Để tách rời 2 biến x. và x, ta đưa vào 2 biến mới 00;„ @, SAO cho: 
G0, =X; +E 
2 (a) 
(@, : Xj Đj 
Trong đó, s„ E, là những số dương tùy ý. Lúc này, œ,, G, thỏa mãn các điều kiện: 


@œ >£ >0 
l j @®) 


0, > E; >0 
Từ hệ thức (a) ta suy ra: 

Xi.X; = (@¡ — 8,)(0; — E¡) = @,@j — Ej@j —6/@0j + 6£, (C) 
Đặt y =@/@, (d) = lhny =lh@,+Ìn@, (e) 


Thay hệ thức (đ) vào hệ thức (c): 


X;.Xj = ÿ —Ê¡@; — j0; + E;£; (1.91) 


Vậy khi tích của 2 biến X,X, xuất hiện trong bài toán phi tuyến, ta thay nó bằng hệ thức 
(1.91) trong đó œ,„ @., y là các biến mới. Sau khi kết hợp các hệ thức (a), (b) và (e), ta có các 
điều kiện ràng buộc bổ sung: 


@, = Xi +, 
@®j =Xị; +, (1.92) 
E,,Êj - số dương tuỳ ý 
Iny = bơ, + lo, 
Phương pháp này có thể mở rộng cho trường hợp tích của nhiều biến. 
§6. PHƯƠNG PHÁP QUY HOẠCH HÌNH HỌC 
Phương pháp quy hoạch hình học [7] áp dụng cho bài toán phi tuyến có dạng đặc biệt 
trong đó hàm mục tiêu và các điều kiện ràng buộc là những đa thức, mỗi số hạng của đa thức 
là tích của các biến mang số mũ. Giải trực tiếp bài toán này khá phức tạp nên người ta đã tìm 
cách đưa nó về bài toán tương đương trên cơ sở giải một hệ phương trình đại số tuyến tính. 
Trước hết ta hãy xét hai bài toán sau; 
Bài toán I 
Cực tiểu hóa hàm g,@&) 


với điêu kiện: 


x,>0 x,>0... (a) (1.93) 
8,@) <1 g,œ&) (@) 
Trong đó: 
g(X)= 3, CXPhX?. xế (1:94) 
k=0,1,2,..p 
my =l,m,=n + ljm,=n, +1,..,m „ = Tụ, „tồn =n (1.95) 


Các số mũ qụ là › những số thực bắt kì, các hệ số C. Si g Số thứ tự của các số hạng trong 
mỗi đa thức sÓ) xếp từ đầu đến cuối như sau: 


Đa thức g (x): 1 2 KT, 
Đa thức g,(x): n+l ng+2. 


Đa thức g.(X): n+l1 n+2. 


Đa thức g (X): n„,+1 n.„+2 


Hàm mục tiêu g,(x) và toàn bộ các điều kiện ràng buộc hợp thành p + 1 đa thức với tổng 
số hạng bằng n. 
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Ta gọi 8a) là hàm gốc và các biến Xụy Xu cà Xu là các biến gốc. Các điều kiện (1.93a) gọi 
là các điều kiện ràng buộc £ự nhiên. Các điều kiện (1.93b) gọi là các điều kiện ràng buộc 
cưỡng bức. Toàn bộ các điều kiện ràng buộc nói trên gọi là điều kiện ràng buộc gốc. 

Bài toán 2: 


Cực đại hóa hàm tích: 


v(ỗ) = lủ (s] | 11x@"® (1.96) 


Trong đó: 
^,(8)= bà ỗ,, k=l,2,...p (1.97) 
Các hệ số C, dương. Vectơ biến õ = (8, 8,... ö„ ) thỏa mãn các điều kiện: 
Š,>0, ô,>0..,ỗ,>0 (1.98) 
. =1 (1:99) 
358, = ,=0, j=l,2,..m — (100) 


Các hệ số dụ là những số thực bất kì. Ta gọi bài toán 2 là bài toán đối ngẫu, hàm v(6) là 
hàm đối ngẫu; &c biến Š,, ð,.... ô, là các biến đối ngẫu, điều kiện (1.98) là điều kiện dương; 
điều kiện (1.99) là điều kiện chuẩn hóa, điều kiện (1.100) là điều kiện trực giao. Ta gọi chung 
các điều kiện trên là điều kiện ràng buộc đối ngẫu. 


Quan hệ tương ứng giữa bài toán gốc và bài toán đối ngẫu như sau. 
Các số C. ¡ trong hàm đối ngẫu v(6) là các hệ số trong các đa thức 8,0), k=0, 1,2,...p của 
bài toán gốc. Tổng các số hạng trong bài toán gốc bằng tổng các biến đối ngẫu ỗ, 


Số thừa số %, (8) bủc trong hàm đối ngẫu v(Š) bằng số điều kiện ràng buộc cưỡng bức 
trong bài toán gốc. Tổng số các số hạng của hàm gốc Cát 9) bằng tổng số các số hạng trong 
điều kiện ràng buộc chuẩn hóa của bài toán đối ngẫu. Số phương trình trong điều kiện trực 
giao của bài toán đối ngẫu bằng tổng số các biến gốc. 

Sau đây là một số định lí cơ bản về quan hệ tương ứng giữa bài toán gốc và bài toán đối 
ngẫu. : 

Định lí 1. Nếu hàm gốc 8,(X) đạt giá trị cực tiểu tại một điểm thỏa mãn các điều kiện 
ràng buộc gốc thì: 


1) Hàm đối ngẫu v(ô) cũng đạt gÌÁ trị cực đại tại một điểm thỏa mãn các điều kiện ràng 
buộc đối ngẫu. 
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2) Giá trị cực đại của hàm đối ngầu bằng giá trị cực tiểu của hàm gốc. 
Định !í 2: Nếu hàm đối ngẫu v(ô) đạt giá trị cực đại tại một điểm ä* với các thành phần 


dương thỏa mãn các điều kiện ràng buộc đối ngầu thì hàm gốc Bạ(x) cũng đạt giá trị cực tiểu 
tại một điểm x* thỏa mãn các điều kiện ràng buộc gốc. 


Hai định lí trên đây cho phép ta đưa bài toán gốc về dạng bài toán đối ngẫu trong đó các 
biến đối ngẫu ô,, ồ,..., ô, thỏa mãn các phương trình (1.99), (1.100): 


ỗ, tổ, +... tố =1 
auỗ,+a,ỗ, +...+a vỗ, =0 
a ,;ồ, +a„ỗ, +... +4 vố, =0 
AuỔ, +auyổ, +..+a ỗ =0 KHANhg 


Ai nÖi f4, ð, +... Ca jổ, =0 


AI, mỖ; Tây, mỖ; +... + 4, Õ =0 


Hệ phương trình trên bao gồm (m+l) phương trình và n ẩn, m là tổng số các biến gốc, n 
là tổng số các số hạng trong hàm gốc: và các điều kiện ràng buộc gốc. nạlà tổng số các số hạng 
trong hàm gốc. Theo lí thuyết đại số tuyến tính, nếu n = m + 1, hệ EhdðiE trình (1.101) có 
nghiệm duy nhất. Nếu số biến nhiều hơn số phương trình chẳng hạn n - (m + 1) = r > 0, ta sẽ 
dùng r biến tự do để biểu thị (m + 1) biến cơ bản. Lúc này, không có nghiệm duy nhất, giải bài 
toán trên sẽ gặp khó khăn. Ta gọi r là bậc khó khăn của hệ phương trình (1.101). 

Giá sử nghiệm của hệ phương trình (1.101) là §7, 8;,....ð;. Định lí I cho phép thiết lập 
hệ thức: 


mịn g„(X) = gạ(X;,X;,..., Xã.) = max v(Š) = 


C ði C 5 C ¬. h 
=|— Kớ | CĐ || AC SÂU cây” (1.102) 
l8) (3) {§] xis”a 


Trong đó (x,,x;,....x,„) là phương án tối ưu của bài toán gốc. Các thừa số À;,Às,..., À; 
tính theo công thức (1.97): 
À =ỗy + Šm ¡ti Tổ 


(1.103) 
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Một vấn đề lí thú là phương án tối ưu của bài toán gốc có thể suy ra từ phương án tối ưu 
của bài toán đối ngẫu bằng các hệ thức sau đây: 


. + KG, *Â +ty ` Đền 
ming,(%).õ, = C.x, "x;...x 


m 


K=1⁄3,:8 q.109) 


Š; /ð = CA XU" 
tông (1.105) 
ứng với À,(Š*) >0;¡=m,,m, + I, m+2...n, 


Lấy lôgarit 2 về của các phương trình (1.104), (1.105) và giải hệ phương trình, ta sẽ được 
phương ấn tối ưu của bài toán gốc. 


Thí dụ 1.12 
Cực tiểu hóa hàm: 
8q(x) = 40X,X, + 20X, x, (a) 
với điều kiện: (1.106) 


1 
B,(X)= Tin vòm xế <1 (b) 


Bài toán gồm 3 biến gốc X„, X„ X, (m = 3) và 4 số hạng (n = 4). 

Trong phương trình (1.106a) (k = 0, mụ = 1,n,= 2) ta có: 

Ứng với số hạng thứ nhất: 
C,=40.a 


Ứng với số hạng thứ 2: 


¡=1,ai,= la, =0 


C,=20,a,=0,a,,= 1, a„=l 
Trong bất đẳng thức (1.106b) (k= I,m, = 3, n, =4) 
Ứng với số hạng thứ 3: 

C,= 1/5,a, =- l,a,, =~]/2, a,, =0 
Ứng với số hạng thứ 4; 

C,=3/5,a, =0, nụ, = -l, a„, =~2/3 
Áp dụng hệ thức (1.102): 


D 8 LÀN 5 
40\" (20\) (1/5Y" (3/5Ì" vị 
run g,(xX) = max v(ö) = * {) { n ( : À. 1.107) 
#J 18) 1£ SN lu, ( 


Trong đó (8;,8),...ð, ) là phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu. Nó là nghiệm của hệ 
phương trình (1.101). 
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ỗ +ổ, =1 
lỗ +08, - lô, +0ỗ, =0 


1 
Lỗ E18 =si5,/>lểy S0 
Me 
0ð, +lỗ, +06, =—ỗ =0 


Vìn=4,m = 3n=m+ l nên hệ phương trình trên có nghiệm duy nhất: 


. ^a . =. 
ði=z;: Š;=7—; ỗ =2; ô=— 
Ý GÓP siên lộn ch GIẢI TC" vá 
Căn cứ vào hệ thức (1.103): 
"1... 
TA N T7. ẽã 6 


Thay giá trị này vào hệ thức (1.107): 


1/2 1/2 1/2 3/4 5/4 
mn g,{x) = max v(õ) = h5 : KẾ : bê : kho B = 40 
1/2 1/2 1/2 3/4 4 
Căn cứ vào hệ thức (1.104), (1.105), ta suy ra phương ấn tối ưu của bài toán gốc: 
Min g,(x).ô; = 40.1/2 = 20 = 40.xÌ1x) — (a) 


Min g,(x).ð; = 40.1/2= 20 =20.x'ix,  (b) 


ổ, _ 1/2 2 “.“... 

N. 5/3-5 3g! Ẻ C) 

0; 3/4::3: 3: 31330 
“——=—=_—X,.X 

CN T DAI du sạn, () 

Lấy lôgarít 2 về của các phương trình (a), (b), (c), (đ): 
logx,+logx,  =-log2 
logx, + logx, =0 


-logx, - L/2logx, = log2 
- logx, - 2/3logx, = 0 


Nghiệm của hệ phương trình trên là: logx, = - logx., logx, = 0, logx, =0 do đó phương án 
. tối ưu của bài toán gốc là: (x¡,xz,x‡}=(1/2,1,1). 
Thí dụ 1.13. 


Cực tiểu hóa hàm: 
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E,(@x) = 3000x, + 1732x, 


với điều kiện: 


Giải : 
Bài toán trên đây có thể viết đưới đạng: 
Cực tiểu hóa hàm: 
gạ(x) = 3000.x).x) + ]732x1.X; 
với điều kiện: 


Ø,(x)=29.x7'.x? + 16,73.x?.x;' <1 


() 


@®) 


(a) 


(b) 


Bài toán này gồm 2 biến gốc X, x,(m= 2) và 4 số hạng (n = 4). 


Trong phương trình (1.108a) (m,_= l,n_= 2) ta có: 
- Ứng với số hạng thứ nhất: 

C,=3000, a,= 1, a,,=0 
- Ứng với số hạng thứ 2: 

Cj=1732,a,=0, a,,= l 
Trong bất đẳng thức (1.108b) (m, = 3, n, = 4): 
- Ứng với số hạng thứ 3: 

C, =29, ây,= ¬1, â„„= 0 
- Ứng với số hạng thứ 4: 

C,= 16,73, a„=0, a„=-1 
Từ hệ thức (1.102) ta có: 


ð § ð 
1nin ø,(x) = max v(Š) = (°) Œ) Ñ ( 
Ï 2 a 


Phương ấn tối ưu (8;,ô;,ô,ð})xác định từ hệ phương trình tuyến tính (1.101): 


16.73 


ỗ, 


ỗ,+õ; =l  (mạ=l,nạ=2) 


lỗ, + 0.6; — Lỗ; +0ỗ, =0 hay 
0.6, + Lỗ, + 0.8; —1ỗ, =0 


ỗ, +ổ, =l 
ö,-ỗạ=0 
ỗ, -ỗö,=0 


& 
xÃI 


% 1 


ẤP 


(1.108) 


(1.109) 


(1.110) 


Trong hệ phương trình trên, n = 4,m = 2 >r=n -(m + l)= 4 - 3 =1. Bậc khó khăn bằng 


1 nên nghiệm không phải là duy nhất. Ta dùng một biến tự do, chẳng hạn biến õ, để biểu thị 
các biến còn lại: 


ỗ,=l—-ð, 
CN (1.110) 
ỗ, =ð, 
Căn cứ vào hệ phương trình (1.97) và (1.110a): 
=8 28/3 (110 


Thay các giá trị trên đây vào phương trình (1.96): 


3000 \'* (1732? ( 2ø YŠ (1673 
v(Š) = v(ỗ„) = : | —= + << 
s § S6: Š` 


Phương trình trên đây chứa một ẩn. Để có max v(õ,), ta triệt tiêu đạo hàm của hàm v đối 


với biến Š,„ từ đó suy ra phương án tối ưu 6} = 0,372. Thay giá trị này vào hệ phương trình 
(1.110a) và phương trình (I.III), ta được: X 
ði =0,628;ð; = 0,628;8) = 0,372;A; = 1;. Thay các giá 
trị vừa tính được vào phương trình (1.109), ta được: 

min g,(x) = max v(ð) = 217800 


Phương án tối ưu của bài toán gốc suy ra từ hệ thức 
(1.104): : 
min g,(x).ồ, = 0,628.217800 = 3000.x 


I 
min gy(x)ỗ, = 0372.217800 = 1732.x; 
Sau khi giải phương trình trên, ta được: 
xị¡ =45,6, x) =46,7 
Hình (1.1 1) ghi các kết quả giải theo phương pháp đồ 
thị. Phương án tối ưu xuất hiện tại điểm tiếp xúc giữa đường 
29 16,73 
— + ——- 
X_ X; 
và đường Hình 1.11 


max gạ(X) = 216400 = 3000x, + 1732x,; x,= 45,55; x;, = 46,02, max gu(x) = 216400. 
Kết quả này khá xấp xĩ với kết quả th theo bh/onš pháp quy hoạch hình học. 

Qua thí dụ (1.13) ta thấy rằng giải bài toán đối ngẫu khá phức tạp ngay khi bậc khó khăn 
r= 1. Trong thực tế, số điều kiện ràng buộc thường lớn hơn 1 nên có khả năng bậc khó khăn 
r=n-(m+ l)> 1 do đó giải bài toán đối ngẫu phức tạp hơn nhiều. Đây là nhược điểm cơ bản 
của phương pháp quy hoạch hình học. 
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§7. PHƯƠNG PHÁP QUY HOẠCH ĐỘNG 


Phương pháp quy hoạch động do Richard Bellman [6] đề ra vào khoảng năm 1950. Nó 
đã được ứng dụng trong nhiều lĩnh vực khác nhau như sản xuất, kinh tế, phương trình đạo hàm 
riêng, tính kết cấu v.v... 

Phương pháp quy hoạch động dựa trên nguyên tấc chia quá trình giải bài toán tối ưu 
thành nhiều giai đoạn và tiến hành tìm phương án tối ưu qua các giai đoạn khác nhau. Phương 
ân tối ưu toàn bộ sẽ là tổng hợp của các phương án tối ưu cục bộ. 

Một thí dụ đơn giản mà ta cÓ thể hình dung được là quá trình thiết kế tối ưu một nhà cao 
tầng. Vì tải trọng truyền dân từ tâng trên xuống tầng dưới, nên đầu tiên ta chọn kích thước tối ưu 
cho các kết cấu trong tầng trên cùng. Căn cứ vào các kích thước này, ta tiếp tục chọn kích thước 
tối ưu cho các kết cấu trong tầng thứ 2 và cứ như vậy tiếp tục làm cho đến tầng dưới cùng. 

Sau đây là một thí dụ cụ thể minh họa phương pháp quy hoạch động. Giả sử trên hình 
(1.12), cac trạm vận chuyển biểu thị bằng các ô vuông a, b, c... Các đường nối liền các trạm là 
các đường giao thông. Các số ghi trên đường nối liền các trạm biểu thị giá tiền vận chuyển. 
Giả sử các trạm xuất phát là a, b, c, các trạm đích là k,n, p. Hỏi phải vận chuyển theo con 
đường nào để tổng giá tiền vận chuyển rẻ nhất? Ta sẽ giải bài toán này qua các giai đoạn sau 
đây. 

Trong giai đoạn đầu tiên, giả sử xuất phát từ các trạm ø„ h, j để đi đến các trạm k, n, p. 
Kết quả tính toán ghi trên bằng (1.16) 

Số nằm trên cột s và hàng r biểu thị giá tiền vận chuyển từ trạm s đến trạm r. So sánh các 
số trong cột ø (bằng 1. lóa), ta thấy nếu xuất phát từ trạm g thì đường đi gn là rẻ nhất. Một 
cách tương tự, các đường đi sau đây là kinh tế nhất: đường hk (nếu xuất phất từ trạm h), đường 
jp (nếu xuất phát từ trạm j). Trong hai hàng cuối cùng của bảng (1. 16a), các kí hiệu bằng chữ 
biểu thị đường đi kinh tế nhất, các số biểu thị giá tiền vận chuyển tương ứng. 

Sang giai đoạn 2, giả sử xuất phát từ các trạm đ, e, f để đi đến các trạm g, h, j. Bảng 
(1.16b) ghi các giá tiền vận chuyển tương ứng f (x). 
Nhìn vào bảng (1.lóc), ta thấy các đường đi kính tế 
nhất là: dhk (nếu xuất phát từ trạm e), đường fhk (nếu 
xuất phát từ trạm f). Các giá tiền vận chuyển tương ứng 
®,(x) tính theo công thức: 

®(x)= ®jœ) + £@). 

Chẳng hạn muốn tính giá tiền vận chuyển trên 
đường đi dgn, ta cộng giá tiền vận chuyển trên đường đi 
dg là £(x) = 8 với giá tiền vận chuyển trên đường đi 
kinh tế nhất gn là ®,(x) = 2. Do đó, ®,(x) = 8 + 2 = I0. 
Số này ghi trên hàng cuối cùng của bảng (1. lóc). 


Sang giai đoạn 3, giả sử xuất phát từ các trạm a, 
b,c để đi đến các trạm đ, e, f. Bằng (1.16d) ghi các giá : 
tiền vận chuyển f.(x) tương ứng. Nhìn vào bảng (1. 16e), TH nộ 


3§ 


ta thấy các đường đi kinh tế nhất là aegn (nếu xuất phát từ trạm a), bfhk (nếu xuất phát từ 
trạm b), cfhk (nếu xuất phát từ trạm c). Giá rẻ nhất tính theo công thức tb (x) = f(x) + 
®.(x). Kết quả ghỉ trên hàng cuối cùng của bảng (1.16). So sánh các số trên hàng này, ta 
thấy đường đi acgn là kinh tế nhất. Qua thí dụ này, ta thấy phương ấn tối ưu toàn bộ là tổng 
hợp của các phương án tối ưu cục bộ. 


Bảng 1.16 


f(x) + (x) 


Giá rẻ nhất ®(x) ——®=XKết thúc giai đoạn 2 


Giá f6) E——" 


f(x)+ ®,(x) 


Giá rẻ nhất ® (x) Kết thúc giai đoạn 3 
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Chương hai 
BÀI TOÁN TÔI ƯU TÍNH KÊT CÂU 
THEO PHƯƠNG PHÁP LỰC 


Trong chương một, các bài toán tối ưu đã được trình bày dưới dạng tổng quát trong đó 
hàm mục tiêu và các biên là những đại lượng bất kì. 

Trong tính toán kết cấu, hàm mục tiêu thường biểu thị các đại lượng cần được cực tiểu 
hóa như trọng lượng, thể tích kết cấu, giá cả vật liệu v.v... Các điều kiện ràng buộc dưới dạng 
đẳng thức thường là các điều kiện cân bằng, các điều kiện biến dạng liên tục. Các điều kiện 
ràng buộc dưới dạng bất đẳng thức thường là các điều kiện về độ bền, độ cứng, các điều kiện 
chảy dẻo v.v... 

Đạng hàm mục tiêu và dạng điều kiện ràng buộc thay đổi tùy theo loại kết cấu và phương 
pháp tính. Do đó, bài toán tối ưu và phương pháp giải có những đặc điểm khác nhau khi áp 
dụng các phương pháp tính khác nhau. 

Chương này giới thiệu các bài toán tối ưu tính hệ tĩnh định và hệ siêu tĩnh theo phương 
pháp lực. Nội dung sẽ được trình bày dưới dạng ma trận. 

Trước hết, ta hãy làm quen với dạng ma trận của phương pháp lực. 

§1. DẠNG MA TRẬN CỦA PHƯƠNG PHÁP LỰC 

§1.1. Một số nguyên tắc chung 

Dạng ma trận của phương pháp lực xuất phát từ những giả thiết và nguyên tắc sau đây: 

1. Tải trọng là các lực tập trung. 

2. Chia kết cấu thành các phân tử riêng biệt giới hạn bởi các điểm chia gọi là nút. Nút là 
điểm đặt lực chẳng hạn các điểm b, h, f (hình 2.1); điểm tại đó trục thay đổi hướng chẳng hạn 


các điểm a, b, c, d, g; điểm gối tựa chẳng hạn các điểm c, ¡; điểm có liên kết thừa trong hệ siêu 
tĩnh chẳng hạn điểm e. 


3. Đối với hệ siêu tĩnh, thành lập hệ cơ bản bằng cách vứt bỏ các liên kết thừa và thay vào 
đó bằng các lực chưa biết R,, R..... R, (hình 2.1b). 

Sau đây, ta sẽ thành lập một số công thức cơ bản áp dụng cho hệ siêu tĩnh. Hệ tĩnh định 
có thể xem là trường hợp riêng của hệ siêu tĩnh. 
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Hình 2.1 
§1.2, Công thức tính nội lực và biến dạng 
Như trên đã trình bày, để tính hệ siêu tĩnh, ta thành lập hệ cơ bản tương ứng. Giả sử hệ có 
n liên kết thừa và chịu tác dụng của m tải trọng tập trung. 
Ta cố: 


Vectơ tải trọng 


P={P,P„....P,) (2.1) 
Vectơ lực liên kết thừa 
R=(R,R.,....R„) (2.2) 


Gọi: 
Š,„- vectơ nội lực do tải trọng gây ra trong hệ cơ bản; 
S„ - vectơ nội lực do các liên kết thừa gây ra trong hệ cơ bản. 
Ta có: 
S=BP (23) 
S.=B,R (2.4) 
Trong đồ 
B., B,- ma trận ảnh hưởng nội lực trong hệ cơ bản ứng với P và R. 
Vậy vectơ nội lực trong hệ siêu tĩnh: 
S=BP+B.R (@.5) 
Vectơ biến đạng trong hệ siêu tĩnh 
U=fS=f(BP+B,R) (2.6) 
f- ma trận độ mềm. 
Trong bài toán tối ưu, R trong công thức (2.4) và (2.6) là những đại lượng cần tìm sao 


cho vừa thỏa mãn các điều kiện về độ bền, độ cứng, vừa thỏa mãn các điều kiện biến dạng 
liên tục. 
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§1.3. Công thức tính chuyển vị tại các nút - Điều kiện biến dạng liên tục 


Gọi chuyển vị trên phương các ngoại lực P là %, và chuyển vị trên phương các lực liên 
kết thừa là X... 


Để tìm chuyển vị X„ ta tạo ra một trạng thái giả tạo trên hệ cơ bản bằng cách vứt bỏ toàn 
bộ các lực P. R và đặt vào các điểm đặt lực P những tải trọng giả tạo P có giá trị bất kì. 
Gọi trạng thái thực là trạng thái của hệ siêu tĩnh đã cho, S là nội lực trong hệ cơ bản do 
các tải trọng giả tạo P gây ra. Theo công thức (2.3) ta có: 
5,=B,P 
Áp dụng nguyên lí công khả đĩ, ta có: 
P.X, =8,.U 
Trong đó, về trái biểu thị công khả đĩ của các ngoại lực ở trạng thái giả tạo trên những 


chuyển đời khả đĩ ở trạng thái thực; về phải biểu thị công khả đĩ của các nội lực ở trạng thái 
giả tạo trên những chuyên đời khả dĩ ở trạng thái thực. 


Nhưng S,= B,P = P'.X, =P'.B,.U 
Vì E có giá trị bất kì nên 
X,=B,.U (2) 
Thay U bằng hệ thức (2.6) 
X,=B,(f.B,P+f.B,.R) hay 
X, =B,f.B,.P+ B,fB,.R (2.8) 
Để tìm Xu. ta tạo ra trạng thái giả tạo trên hệ cơ bản bằng cách vứt bỏ toàn bộ các lực P, 
R và đặt vào điểm đặt của các lực R những lực giả tạo R có giá trị bất kì. Gọi S„ là nội lực 
trong hệ cơ bản do Rgây ra. Từ công thức (2.4) ta có S„=B,.R 
Áp dụng nguyên lí công khả đĩ tương tự như trên: 
R'.X, =S,.U nhưng §,=B,.R nên 
R'.X„=R'.B,.U hay X„ = B,.U . Thay U bằng hệ thức (2.6): 
X„, =Bj.B,P+fB,R) hay 
X„ = B).f.B,P + B/.f.B,.R 02.9) 
Vì trong hệ thực X, = 0 nên 
B,.f.B,.P+ B,.f.B,R=0 (2.10) 


Phương trình (2.10) gọi là phương trình cơ bản của phương pháp lực hoặc còn gọi là 
điều kiện biến dạng liên tục. 


JJ2 


Đối với hệ tĩnh định, vì R = 0 nên ta SUY Ta: 


Ss=B,.P 
U=fS=fBP 
X.=EP 


Trong đó: F=B.,.rB, 


F gọi là ma trận độ mềm tổng thể của hệ tĩnh định. 


§2. HÀM MỤC TIÊU 


Như đã trình bày, hàm mục tiêu thường biểu 
thị các đại lượng như thể tích, trọng lượng kết 
cấu, giá cả vật liệu v.v... 

Trong thực tế, để tiện cho việc chế tạo và 
giảm giá thành sản phẩm, thường kết cấu được 
chia thành nhiều nhóm cấu kiện. Các cấu kiện 
trong mỗi nhóm có diện tích tiết điện như nhau. 
Chẳng hạn kết cấu trên hình (2.2a) chia thành 3 
nhóm: nhóm 1 bao gồm các xà 9, 10, 11, 12, 
diện tích tiết điện A ,; nhóm 2 bao gồm các cột 1, 

Tàn, 4,5 5.6.7.8, diện tích tiết điện A„; nhóm 3 
bao gồm các thanh chéo 13, 14, l5, l6, 17, 18, 


(2.11) 
(2.12) 
(2.13) 


(2.14) 


a) Hệ giàn b) Hệ khung 
Hình 2.2 


19.20, diện tích tiết điện Ax Kết cấu trên hình (2.2b) chia thành 2 nhóm: nhóm các xà 5, 6 và 
nhóm các cột 1, 2, 3, 4. Diện tích tiết điện cột chọn như nhau vì ti trong gió có thể đổi hướng 


(trải sang phải hoặc phải sang trái). 


Bài toán tối ưu tính kết cấu sẽ được xây dựng trên nguyên tắc chia nhóm trên đây. 

Giả sử một kết cấu chia thành G nhóm, một nhóm bất kì kí hiệu là nhóm B- Trong mỗi 
nhóm, cầu kiện đầu tiên có số thứ tự là I, cấu kiện cuối cùng có số thứ tự là I'. Gọi tổng chiều 
đài của các cấu kiện trong nhóm g là L„ „ diện tích trong nhóm g là A„ Vậy thể tích kết cấu: 


V= 3 LVA, 
z=l 
Trọng lượng kết cấu: 


G 
T= 2Y,L,-A, 
#=l 
y„- tỉ trọng vật liệu trong nhóm g. 


Giá vật liệu kết cấu 


(2.15) 


(2.16) 


(2.17) 
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€ - giá vật liệu trên đơn vị trọng lượng 

Hàm C trong phương trình (2.17) gọi là hàm mục tiêu hoặc hàm giá cả. 

Khi giá vật liệu không thay đổi từ nhóm này sang nhóm khác, ta chọn hàm T (hàm trọng 
lượng) trong phương trình (2.16) làm hàm mục tiêu. 

Khi kết cấu chế tạo bằng một loại vật liệu như nhau (tỉ trọng, giá cả như nhau) ta chọn 
hàm V (hàm thể tích) trong phương trình (2.15) làm hàm mục tiêu. 

Chẳng hạn trên hình (2.2a), các hàm mục tiêu biểu thị như sau: 


Có 3 nhóm nên G = 3: nhóm ] gồm các cột có số thứ tự từ 1 đến 8; nhóm 2 gồm các 


xà có số thứ tự từ 9 đến 12; nhóm 3 gồm các thanh chéo có số thứ tự từ 13 đến 20. Vậy 
hàm thể tích: 


v=YLA A, =Š LA, + LẠ, tỀ LAI hay 


e=l ¡=3 


V=8L,A, +4L,A, + 8ÙA, 


Hàm giá cả 
G 
C=Ð.Cr,LVA, =3 CA, *Š GwLA, +Ệ 'CyLA 
s=l i=13 
hay C=8Cy,L,A,+4C,y,L„A, + 8C.y,LVA.. 


Đối với kết cấu trên hình (2.2b), ta suy ra một cách tương tự: 


x 
C=>,Cy,L,A, = 4C,y,LJA, +2C;y„L„A, 
.ì 


Trong các hàm mục tiêu trên đây, biến là diện tích tiết diện A,. Như sau này ta sẽ thấy, 
trong các điều kiện ràng buộc về độ bền và độ cứng, còn có những biến khác như mô men 
quán tính tiết điện 1, mô men chống uốn W._ Nếu bài toán tối ưu gồm nhiều biến, ta nên tìm 
cách đưa về ít biến để việc tính toán được đơn giản. Chẳng hạn, khi chỉ dùng một biến Ata 


sẽ quy đổi các biến L và NWL thành biến A„ Nếu chỉ dùng một biến ] ta quy đổi các biến A, và 
W, thành biến l. 


Nhìn vào các bảng đặc trưng hình học của tiết diện, ta không thể phát hiện quy luật về mối 
quan hệ giữa chúng. Song, nếu lấy lôgarit các đại lượng đó, ta sẽ phát hiện một quy luật tuyến 
tính. Templeman (9) đã làm như vậy đối với các đầm phổ dụng và đã suy ra các hệ thức: 


^ BỚI 


A=0,55912 CHẾ) 


Đối với hệ khung, ấp dụng các hệ thức trên đây vào các phương trình (2.15), (2.16), 
(2.17), ta có: 
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G 
V=0,5595L/? (a) 


.. 


G 
T=< LU2? (b 
0.5592, sự” (B) (2.19) 


G 
C=0, Sa” C,y,LJ/2 () 


Nếu chọn lR làm biến, rõ ràng là các hàm mục tiêu trên đây trở thành phi tuyến. Nếu chọn 

A làm biến, các hàm mục tiêu có dạng tuyến tính (xem các phương trình (2.15), (2.16), (2.17) 

nhưng các điều kiện ràng buộc lại trở thành phi tuyến vì: 
I=3,2A? | 


(2.18a) 
W =1,451A??2 


Hệ thức (2.18a) suy ra từ hệ thức (2.18). Nếu chọn I làm biến, hàm mục tiêu có dạng phi 
tuyến (xem các phương trình (2.19) và các điều kiện ràng buộc cũng có dạng phi tuyến vì 


A=0,559? 
| (2.18b) 


W=0,6071° 


Trong phần sau, ta sẽ giả thiết rằng các biến A, I, W là những đại lượng liên tục. Thực ra, 
chúng có tính chất rời rạc, gián đoạn như ta sẽ thấy trong phần cuối của chương sau. 
§3. BÀI TOÁN TỐI ƯU TÍNH GIÀN TĨNH ĐỊNH 
Giả sử có một giàn tĩnh định như trên hình (2.3a). Có m tải trọng và n phần tử. 
Vectơ tải trọng 
P=|P,P,...P„} 
'Vectơ nội lực 
S={N,N,..N.} 
Trong đó, N,, N,... là lực đọc trong các thanh 
giàn. Ta quy ước lực kéo là dương, lực nén là âm. 
Áp dụng hệ thức (2.11) S = B,P hay 


Hình 2.3 
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Trong phương trình ma trận trên, B, là các phần tử của ma trận ảnh hưởng nội lực ứng với 
tải trọng P. Để đơn giản, ta thay B, bằng B. 


Căn cứ vào yêu cầu về độ bền, ứng suất trong mỗi thanh giàn phải thỏa mãn điều kiện: 


A. i i (2.2 


Trong đó: A,„, ơ; là điện tích tiết điện và ứng suất cho phép trong thanh thứ ¡. 
Điều kiện (2.21) có thể viết đưới dạng ma trận: 
a.S=a,.B.P<ơ' (2.22) 
Trong đó, a là ma trận chéo 


ƯA, 
UỨA; O 
UA, 
(223) 
UA, 
O 

l 1A, 
ø' là ứng suất cho phép. 
Đối với thanh bất kì thứ ¡, điều kiện bền là: 

II. 
Ø, < ^ <Š S, (2.24) 


D, là kết quả của phép nhân hàng ì của ma trận B với vectơ tải trọng P. 
Gọi X, là vectơ chuyển vị tại các điểm đặt tải trọng. Áp dụng các công thức (2.13) và 
(2.14): 
X.=F.P (225 
F=B'.fB (2.26) 
Trong đó: f là ma trận độ mềm; E là ma trận độ mềm tổng thể của giàn. 
Vì nội lực trong giàn là các lực dọc nên ma trận độ mêm f là một ma trận chéo 
L/AIE, o 
lL,/A;E, 
f= PP LÓ DA 
"x (2.27) 
° L/AUE, 


Trong đó: ¡, E, lần lượt là chiều dài và mô đuyn đàn hồi của thanh thứ ¡. 


Để bảo đảm yêu cầu về độ cứng, chuyển vị tại các điểm đặt tải trọng không được vượt 
quá chuyển vị cho phếp: 
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X,=F.P=B'.fB.P<A (2.28) 
Trong đó, A là vectơ chuyển vị cho phép. 
Trọng thực tế, thường chỉ đòi hỏi chuyển vị tại một điểm nào đó không được vượt quá 


chuyển vị cho phép. Chẳng hạn, muốn kiểm tra chuyển vị ỳ, tại điểm đặt lực P,, sau khi nhân 
hàng thứ ) của ma trận E trong về trái của bất đẳng thức (2. 28) với vectơ P, ta có: 


bi Xà /A, s A, (2.29) 


Trong đó A là chuyển vị cho phép tại điểm đặt lực P. Áp dụng nguyên lí công khả đi, ta 
cũng có thể Suy ra điều kiện tương tự với bất đẳng thức Ôi 29): 


Y, =})NN//BẠA, <A, 


— (2.30) 

Trong đó: 

{- chiều đài thanh thứ i; 

E,- mô đuyn đàn hồi; 

Nx lực dọc trong thanh thứ ¡ đo tải trọng gây ra; 

Ñ - lực dọc tông thanh thứ ¡ do tải trọng giả tạo K = 1 đặt tại điểm đặt lực P, gây ra. 

Khi không cần thỏa mãn yêu cầu về độ cứng, bài toán tối ưu rất đơn giản. Căn cứ vào giá 
trị nội lực và ứng suất cho phép, có thể xác định được dễ dàng tiết diện tối ưu. Song khi cần 
bảo đảm yêu cầu về độ cứng (thông thường độ cứng quyết định kích thước của giàn), bài toan 
tối ưu trở nên phức tạp. Lúc đó, ta xác định diện tích tiết diện A, theo yêu cầu về độ bền và 
chọn ra các cận dưới của A,. Căn cứ vào phương trình (2.17), điều kiện (2.29) và chú ý đến 
tính chất phân nhóm, bài toán tối ưu tính giàn tĩnh định có dạng như sau: 

Cực tiểu hóa hàm 


Với điều kiện 


(2.31) 
b.- cận dưới của diện tích A, (ứng với nhóm g). 


Bài toán quy hoạch phi tuyến trên đây có thể giải theo phương pháp quy hoạch hình học 
(xem §6 chương một) hoặc phương pháp tuyến tính hóa từng mẫu (xem §5.2 chương một). 
Thí dụ 2.1. 


Cho một giàn tĩnh định như trên hình (2.4). Các thanh 1, 2 thuộc nhóm diện tích A,„ các thanh 
3, 4 thuộc nhóm điện tích A... Giàn làm bằng một loại vật liệu, mô đuyn đàn hồi E= 207kN/mm°. 


Ứng suất kếo cho phép ơ, =0,15kN/mm? , ứng suất nền cho phép ơ; =0,1kN/mm2. Chuyển 


S7 


vị tại điểm đặt lực P, không được vượt quá 
1.6mm. 
Giải 
Trước hết, ta hãy tìm ma trận ảnh hưởng 
B. Lân lượt đặt các tải trọng P, = I và P,= 1 lên 
giàn và tiên hành tính nội lực trong giàn theo 
phương pháp tách nút hoặc phương pháp mặt 
cất. 
Khi P, =1 (hình 2.5a) 
N.=1;:N,= V2 ;:N,=-v2 ; N,=-2 
Khi P, = I (hình 2.5b) 
N.=0;N,=/2:N,=0;N =-I 
Áp dụng nguyên lí cộng tác dụng, ta có: 
N,=IP, + 0Đ, 
N,=v2P,+ 2P, 
N;=-⁄2.P,+0®, 
N¿=-2.P, - LP, 


Biểu thị (a) dưới dạng ma trận 


Ma trận ảnh hưởng nội lực B có đạng: 


10 
2: 42 

B-= 
-⁄2 0 
~-2 -I 


Ma trận độ mềm f (xem hệ thức 2.27) có dạng: 


{/EA, o 1414/EA, 
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10002mm (/} 


Hình 2.4 


(a) 


\, P,=1 
Hình 2.5 
lô) 
1000/EA, 
1000/EA, 
O 707/EA, 


Thực hiện các phép nhân ma trận 


[ 1 1 
I414 0 : ủ 4o 
EA, À; 

L0 
ø 1000 g : 1414 1414 
EA, 42 v2 r A, 
tạS 1000 Này 
6. 0 ¿2 g:||=ý2-9 ——'°.6 
EA; ~2  -I A; 
8 h 707 ~1414  ~707 
L EA, | vs 


Áp dụng công thức (2.26) 


1414 0 
Á, 
1414 1414 
I 42 -/2 -2 A, A, 
F=B'.fB= : 
0 4/2 0 —1] | -1414 0 
A; 
-14l4  -707 
Á ^ 


1|3414/A, +4828/A, 2000/A, +1414/A, 
F=— : : 
E|2000/A,+1414/A,  2000/A,+707/A, 
Áp dụng công thức (2.28): 
x,n|  |~rP 
Ÿ› 


Y,\_ 1 (3414/A,+4828/A, 2000/A, +1414/A,Ì(2 
Ÿ:J  E|2000/A,+l4I4/A, 2000/A,+707/A, ||2 


Nhân hàng thứ nhất của ma trận F với vectơ P: 


- 2| 3414 , 4828 |, 2 [2000 , 1414\_ 2 (5414 „ 6242 
DO BÁC Á,} BA, A,) BA, CA, 


Theo yêu cầu của bài toán, ta có điều kiện ràng buộc về độ cứng: 
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2| 5414 6242 
J2 2|S “cc “lst (232) 
mmww.wẻ" 


Căn cứ vào điều kiện độ bền, ta có: 
N,=1.2=2kN = A, =N, /ơ; =2/0,15 = 1333mm? (kéo) 
N, =v2.2+ 2.2 = 4/2 = A, =N, /ơ,, = 4/2 /0,15 = 37,75mm? (kéo) 
N,=-v22=A,=N,/ơi, 


II 


2⁄2 /0,1 = 28,28mm? (nén) 
N,=-2.2- 12=-6= A, =N, /ơ,, =6/0,1 = 60mm” (nén) 


Vì các thanh I, 2 thuộc nhóm diện tích A, nên ta chọn cận dưới của A, là 37/75mm°. Các 
thanh 3, 4 thuộc nhóm điện tích A, nên ta chọn cận đưới của A, là 60mm°. Chọn diện tích như 
trên không những bảo đảm độ bền mà còn thiên về an toàn, Thay các giá trị trên vào về trái 
điều kiện (2.32), ta có: 

y, =3,29mm > I,6mm (không cho phép). 

Vậy để bảo đảm yêu cầu về độ bền và độ cứng, điều kiện (2.32) phải được thỏa mãn với 
điều kiện A, > 37,75; A, > 60. 

Vì giàn làm bằng một loại vật liệu, ta chọn hàm thể tích (phương trình (2.15)) làm hàm 
mục tiêu. Theo đầu đề, ta có 2 nhóm cấu kiện (G = 2) nên 


V= š nức =ASL, + AS L, = V =(1000./2 + 1000) A, + (1000 + 500/2) A,, 
.=l — tel 
hay 
V=2414A, + 170A, 


Đặt V = Z, A, =x,, A, = x.. Căn cứ vào điều kiện (2.32) và các kết quả trên đây, ta có bài 
toán tối ưu: 


Cực tiểu hóa hàm 


Z=2414x, + 170x, (a) 
với điều kiện 
` 2.33 
2/E(5414/x, + 6242/x, ) < L6 (b) KnềU) 
x,>37/75;x,>60 (c) 


Bài toán trên có dạng phi tuyến trong đó hàm mục tiêu và các điều kiện ràng buộc là 
những đa thức, mỗi số hạng của đa thức là tích của các biến mang số mũ. Có thể giải bằng 
phương pháp quy hoạch hình học như đã trình bày trong mục §6 chương một. Song vì bài toán 
có 2 biến, có thể giải theo phương pháp đồ thị. 

Trên hình (2.6) ta thấy đường mức Z„= 287435mmˆ tiếp xúc với đường biên ứng với 
điều kiện tới hạn (2.33b) tại điểm T. Tại đó, ta có phương ấn tối ưu: X,= À, =62,5mm), 
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x,= Á, = 80mm`, thể tích kết cấu — “{ (mm?) 
Z„„= V„= 287435mm). 


in nan 


Thí dụ 2.2 kZ 
Cho một giàn tĩnh định như trên 


x, = 37,75mm7 


: "5 h 
x 


hình (2.7). Các thanh 1, 2, 3 thuộc 280 27 


nhóm diện tích A,, thanh 4 thuộc 
nhóm diện tích A,. Chiều dài các 
thanh biểu thị trên hình vẽ. Chuyển 
vị cho phép tại nút, bằng 3mm. Ứng 
suất kéo cho phép 
ø;=0,16kN/mnỶ , ứng suất nén cho 


phép ơ,=0,I0KN/mm”. Mô đuyn 
đàn hồi E = 207kN/mm?. 
Giải. 


Để tìm ma trận ảnh hưởng nội lực B, ta lần 
lượt đặt lực P, = Í và P, = 1 lên giàn tương tự như 


đã làm trong thí dụ (2.1). Theo kết quả tính toán: 


N, 2 1 
N, 0 -IITP, 
N| |2 0 M 
N,| |3 0 
Vậy ma trận ảnh hưởng nội lực 
2 l 
0 -¬I 
Đn L\Ð 20 
-/3 0 
Ma trận độ mềm 
1000 
À 
1000 
đ Kẻ 100 
A, 
O 


(mm? 
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Sau khi thực hiện các phép nhân ma trận, ta được ma trận độ mềm tổng thể: 


8/A,+3/3/A, 2/A, 
2/A, 2/A, 


F=B'fB= Ị 


E 


Áp dụng công thức (2.28): 


"... 8/A,+33/A, 2/A,|ƑP, 
ph y  | E 2/A, 2/A,ITP, 
Trong đó y,, y, là chuyển vị trên phương thẳng đứng tại các nút 1 và 2 (hình 2.7). Thay 
P, =2kN, P, = IkN, E = 207kN/mm2 vào phương trình ma trận trên và thực hiện phép nhân 


ma trận, ta được: 
0 
: Là hA Jsm 


Pu (234 


Căn cứ vào yêu cầu độ bền, sau khi tính toán tương tự như đã trình bày trong thí dụ (2. l), 
ta được cận dưới tương ứng của các thanh: A,= 3125mm; A,=10,00mm?, A. =25,00mm2; 
A, =34,65mm!. 

Vì các thanh I, 2, 3 thuộc nhóm diện tích A,, thanh 4 thuộc nhóm diện tích A, nên ta lấy 

A,>31,25mm), A,>34.,65mm? 
Vì giàn làm bằng một loại vật liệu, hàm mục tiêu là hàm thể tích (xem phương trình 


(2.15)): 


VỀ Y KhÁ, =A.SL, +A¿L, 
g=l 


i=l 
Là 3000A, + 1732A, 
Đặt V =Z, A, = x,, A, = x,. Căn cứ vào các kết quả trên và điều kiện (2.34), ta có bài toán 
tôi ưu: 
Cực tiểu hóa hàm 
VI 3000x, + 1732X, 
với điều kiện 


200[3 v3); 
69 |x, 
X, >31,25, X; >34,65 


Bài toán này đã được giải theo phương pháp quy hoạch hình học trong thí dụ (1.13) 
chương một. Kết quả tính toán cho phương ấn tối ưu: Xị= A, =45,6mnỷ, x, = A, =46,7mmỷ, 
mịn 2 = min V = 217800mm), 
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Thí dụ 2.3 

Đầu đề giống thí dụ (2.1) nhưng bổ sung thêm điều kiện Y,-y,<0,6mm 

Giải 

Sau khi bổ sung điều kiện trên vào bài toán tối ưu trong thí dụ (2.1), ta có bài toán mới: 
Cực tiểu hóa hàm 
2=2414x, + 1707x, 
với điêu kiện 


% -t 4). L6 
E{ x, X; 


x,ím 


` y.=1.6 


l 
. - nh, 


60 
vế) Xiế 3540 50 60 70 80 90 100 xímm?) 
Kết quả giải theo phương pháp Hình 2.8 
đồ thị ghi trên hình (2.8). Đường mức Z,„„.= 325661mm? tiếp xúc với đường biên của miền 
nghiệm tại điểm T. Tại đó x, = 55mm!, x,= 1 I8mw2. Vậy phương ấn tối ưu là: A,=55mmˆ< 
A,= II§min°. min V = 325661mm)?. 


§4. PHƯƠNG PHÁP TUYẾN TÍNH HÓA TỪNG MẪU ÁP DỤNG CHO BÀI TOÁN TỐI ƯU 
TÍNH GIÀN TĨNH ĐỊNH 


Bài toán quy hoạch phi tuyến có dạng tổng quát (2.31) trình bày trong phần trước là bài 
toán có biến tách rời nên có thể giải theo phương pháp tuyến tính hóa từng mẫu. 

Tuy nhiên, cần lưu ý một điều là khi giải theo phương pháp gần đúng tuyến tính hóa từng 
mẫu, phương án tối ưu gần đúng cục bộ cũng sẽ là phương ấn tối ưu toàn bộ của bài toán gốc 
phi tuyến chỉ khi nào hàm mục tiêu và các điều kiện ràng buộc đều là những hàm lồi. Những 
khái niệm này đã được trình bày trong §5 chương một. Trong bài toán tối ưu (2.31), ta nhận 
thấy hàm mục tiêu C là một hàm lỗi vì nó có dạng tuyến tính. Điều kiện ràng buộc là hàm lỗi 
nếu ay > Ö. là hàm lõm nếu ai <0. 


Để được phương ấn tối ưu toàn bộ, đưa vào biến mới: 


I 
Ý SEU (2.35) 
Lộ 


Thay hệ thức trên vào bài toán (2.31), ta có bài toán tối ưu: 


73 


Cực tiểu hóa hàm C = SG ,/X, (a) 
Với điều kiện: _ : 
2.36 
2 X;2 8 Ai @) lu, 
0<X <U, () 


Trong bài toán trên, hàm mục tiêu là một hàm lỗi vì C, >0, Y,> 0, L„ >0, X, >0 theo ý 
nghĩa vật lí, điều này đã được chứng minh trong mục §5 chương một. Điều kiện ràng buộc 
(2.36b) bây giờ trở thành hàm lồi vì nó tuyến tính. 


Cần chú ý ýlà trong điều kiện (2.36c) biến X. có thể triệt tiêu, lúc này hàm mục tiêu C trở 
thành vô cùng lớn. Để đề phòng khả năng này, ta đặt: 


X.=y,+l 0437 


Trong đó: y, là một biền mới không âm, j là một hằng số. Khi y,=0,X, =minX = Ï 
Căn cứ vào hệ thức (2.35), ta có: 


j =min X,= lL/max A, (2.38) 
max A, xem như cận trên của A. 
Đông thời, từ hê thức (2.37), ta có: 

max X, = maX ÿ, + TL (2.39) 
Căn cứ vào các hệ thức (2.35), (2.38), (2.39), ta có: 

max y,= l/min Á, - l/max A, (2.40) 
Trong đó, min A, xem như cận dưới của A„ xác định từ yêu cầu về độ bền. 


Cuối cùng, thay X, từ hệ thức (2.37) vào bài toán (2.36) và căn cứ vào hệ thức (2.40), ta 
có bài toán tối ưu: 


Cực tiểu hóa hàm C€ = 3 Cmh, /Yy + (a) 


Với điều kiện: 


G ] G tủ 
Q Yià &A, ma n8 (@œ) (2.41) 


i=1 g=l i=i 
0< y, € l/min A, - l/max Á, (c) 
J = LƯmax A, (® 
Bài toán trên đây có dạng phi tuyến và gồm các biến tách rời nên có thể giải bằng phương 
pháp tuyến tính hóa từng mẫu. 
Thí dụ 2.4: 
Đầu đề giống thí dụ (2.2). Yêu cầu giải theo phương pháp tuyến tính hóa từng mẫu. 
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Giải 
Trong thí dụ (2.2) ta đã thành lập bài toán tối ưu: 
Cực tiểu hóa hàm _C = 3000 A, + 1732 A, (a) 
Với điều kiện: 
6000 1 „ 20003 Tà ` 
69 A, 690A, 
A,>3l25 A,>34.56 (c) 


Thay L/A, = y, + Ï, ƯA, = y„ + Ï, vào phương trình (2.42a) và điều kiện (2.42b): 


_.3000 _ 1732 
y+tỦ yy+Ù 


6000y, _200043y, _ „_ 60001, _ 2000./31, 
69 60 `” 69 69 


Chọn cận trên của A, là: 
max Á, = max A, = L00 mm? 
Thay hệ thức trên vào hệ thức (2.41d): 
1=1,= 1/100 =0,01 
Căn cứ vào điều kiện (2.42c) và (2.41e) ta có: 
y,<0,014 
y,<0,0186 
Thay các kết quả trên vào bài toán (2.42), ta có bài toán tối ưu: 


Cực tiểu hóa hàm 


3000 1732 
TT h (a) 
y,+0,01 y,+00I1 
Với điều kiện: 
86,9y, + 50,2y, < 1,63 (b) 
0< y,<0/014 (c) 
0<y,<0,0186 (đ) 


(2.42) 


(243) 


Để giải theo phương pháp tuyến tính hoá từng mẫu, đối với biến y, cũng như biến y„„ ta 


chia trục hoành thành 3 đoạn trong khoảng biến thiên của y, và y„. Trong phương trình (2.43a) 
và (2.43b), ta nhận thấy (xem mục §5 chương một): 
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3000 1732 


SỐ)“ to0 ĐÓ) =Y _+0,01ˆ 

E,(y,) = 86,9y, ; g,(Y,) = xố: dữ đó: 

` z 3 

Ñ(y) =>, tu): Ê;)= 2;B..1,(Yu;)› (2.44) 


Šu (v,) = 3B. (Vu): &„(Y;) = 3 B.se, (y,;) 


Giá trị của y, và y, tại các điểm Bảng 2.1 
chia ghi trên bảng (2.1) 


Sau khi tính giá trị của các hàm Ÿại LÁT 
ÑØ,), &(y,) trong hệ thức (2.44) 0,00925 | 001100 | 001210 | 0/0140 
theo các số liệu trong bảng (2.1), ta 
có bài toán tối ưu: 


MT) Y„ 3 
0.0090 ai 0136 | 0.0186 


Cực tiểu hóa hàm: 


Z =Ê(y) = 3000 _ Pạ .¿„ Pịu ¿Đá c. Dục - + 
001925 0/0210 0/0221 00240 


v0 | h ¡He + B»; + BẾP ho 


00190 00215 00236 0/0286 
Với điều kiện: 


8,(y) = 86,9(0,00925.8,, + 0,011B,, + 0,01218,, + 0,0140B.,) + 


+50,2(0, 00908,, + 0,0115B,, + 0,0136B,„ + 0,01868,,) <l63 (b) Về HN 
Bụ, bu Bụ, + B,, s? B,, = l (c) 
Bạ, + B,; + B„ + Bụ; =1 () 

Đặt Bụ, = =X»„ Đại = X„Ö¿,= = Xe B.;= Xụy B„„ = X;, By, = xạ. Đưa biến đệm 


v, vào điều MÝN Ó. 45b) và đưa các tE giả tạo ÔV„ V, v. vào các điều kiện ọ. 45c), (2.45đ). Sau 
khi chỉnh lí kết quả tính toán, ta có bài toán tối ưu: 
Cực đại hóa hàm: 
2=-2= -156000x, - 143000x, - 136000x, - 125000x, - 91200x, - 80600x, - 73400x, - 60600x, 
Với điều kiện: 
0,804x, + 0,956x, + 15x, + 1,22x,+ 0,452x,+ 0,577x,+0,682x, + 0,933x, + v= 1.63 
X,+X,+X +XtVv,=l 
X;+X,+X; + +V,= | 


Xụ» X» Xụ» X}y Xe X¿, X;y X; > Ô 
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Ta giải bài toán theo phương pháp đơn hình. Các bảng đơn hình trình bày trên bằng (2.2) 
Bảng 2.2 


k) 


0.894 0,956 1,05 


-156000 | -143000 | -136000 
= =P 

ii 
[F0a0 
| 
0 


-156000 


li 


| -0246 


-912000i -§0600 |-73400 
X 


Căn cứ vào bằng đơn hình cuối cùng, ta có: 
X; =B,;= 1,00; x, = Ð.. = 0,00; x, = Bạị = 1,00; x,= B.,=0 
Căn cứ vào các số liệu trong bảng (2.1) và công thức (1.83) (xem mục §5 chương một), 
{a SUY ra: 
y, =y¿, = 0,01210; y, = Yụạ= 0/0115 
Áp dụng các hệ thức (2.35) và (2,37), ta có: 
X,= ƯA,=y, + Ï_=0,01210 +0,01 =0,02210 


ti 


do đó: A,= 1⁄0,02210 = 45,2mm? 
Bằng cách tương tự, ta có: 
= 1/0,0215 = 46,5mm? 
Vậy phương án tối ưu là: 
A,= 45,2mm), A, = 46,5mm”, 2 = min V = 216600mmˆ 

Các kết quả trên đây sai lệch không đáng kể bao nhiêu so với kết quả tính theo phương 
pháp quy hoạch hình học trong thí dụ (2.2). 
§5. BÀI TOÁN TỐI ƯU TÍNH GIÀN SIÊU TĨNH 


Khi tính giàn siêu tĩnh, ta đưa nó về hệ cơ bản bằng cách bỏ các liên kết thừa và thay vào 
đó các lực chưa biết R,R,...R. Chẳng hạn kết cấu trên hình (2.9a) đưa về hệ cơ bản như 
hình (2.9), trong đó các liên kết thừa 1 và 2 thay thế bằng các lực R, và R. 


4) 
—P, 
c 
ƒ— P, 
~): 
Hình 2.9 
Áp dụng công thức (2.5) ta có vectơ nội lực: 
S=B.P+B,.R (2.46) 


Trong đó: B,„ B, là các ma trận ảnh hưởng nội lực trong hệ cơ bản ứng với P và R. 

Để tìm ma trận B,,ta bỏ toàn bộ các lực R, lần lượt đặt các ngoại lực P, = I,P, = 1,... 
P„= I lên hệ cơ bản và tiến hành tính nội lực. Để tìm ma trận B,, ta bỏ toàn bộ ngoại lực P, 
lần lượt đặt các lực R, = 1, R, = I,..., R, = 1 lên hệ cơ bản và tiến hành tính nội lực. Chẳng 
hạn đối với giàn trên hình Ó. 9), ta tìm các ma trận B, và B, như sau. 

Tìm ma trận B„ 

Khi P, = I:N,=0,N,=0,N,=0,N,=-1,N,=2,N,=-1,N,=0,N,= ⁄2,N,=-/2,N „=0, 
Khi P,= l:N,=0,N,=0,N,=0,N,=0,N,=0, N,=-1,N,=0,N,=0,N =0,N, = V2, 

Tìm ma trận B.: 

Khi R, = 1:N,=1,N,=0,N,=1N,=1,N,=-1,N,=-1,N,=-⁄2,N,=-⁄2,N,= V2, 
Nạ=⁄2. 
Khi R,=l:N,=0,N,=1,N,=0,N,=0,N =1,N.=1,N,=0,N,=0,N,=-J2,N=- /2. 
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Căn cứ vào kết quả trên ta có: 


0 0 1 0 
00 0 1 
0 0 1 0 
¬ 0 1 0 
20 ¬ 
B,= -]  —] B,=[ -q I 
0 0 -⁄2 0 
v2 0 -J2 0 
-⁄J2 0 Mã: củi 
0/2 ⁄2 -2| 
Để đảm bảo độ bền, cần thỏa mãn điều kiện: 
aS<ơ* (4) 
Trong đó: a là ma trận chéo 
ch ° 
Á, 
1 
A; 
a= 
nã 
À; (247) 
o -L 
Ay ad 


Ø* là vectơ ứng suất cho phép. Thay hệ thức (2.46) vào bất đẳng thức (a) ta có: 
a.B„.P+a.B..R<ơ* (2.48) 


Đây là điều kiện ràng buộc về độ bền. Đối với thanh thứ ¡, điều kiện ràng buộc về độ bền 
có dạng: 


D, 8 
_hự 3e RV/À sợi 
A, 


(2.49) 


Trong đó: R, là lực liên kết thừa thứ k; số hạng thứ nhất ở về trái của (2.49) là kết quả của 
phép nhân hàng thứ ¡ của ma trận a với ma trận [B,P]; số hạng thứ 2 ở về trái của (2.49) là kết 
quả của phép nhân hàng thứ ¡ của ma trận a với ma trận [B,R]. 


Để đảm bảo độ cứng, ta ấp dụng công thức (2.8): 
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X, =B,.F.B,.P+B,.F.B,.R<A (2.50) 


Trong đó: A là vectơ chuyển vị cho phép. Điều kiện trên gọi là điều kiện ràng buộc về độ 
cứng. 


Giả sử cần hạn chế chuyển vị tại điểm đặt lực P,. Từ bất đẳng thức (2.50), ta suy ra điều 
kiện ràng buộc 


Pa, n Pp 
2A TU Ra &Â, (259 


Trong đó: A, là chuyển vị cho phép tại điểm đặt lực P; số hạng thứ nhất trong về trái là 
kết quả của phép nhân hàng j của ma trận [B,‹t.B, | với vectơ P; tổng Sb/A, trong số hạng 
thứ 2 ở về trái là phần tử nằm trên hàng thứ j, cột thứ k của ma trận [B.+-B, |. 

Để đảm bảo điều kiện biến đạng liên tục, ta ấp dụng phương trình (2.10): 

B..f.B,,P + B..fB,.R = 0 (2.52) 

Ta gọi điều kiện trên là điều kiện biến dạng liên tục. 


Hệ thức ma trận (2.52) biểu thị một hệ phương trình trong đó có n lực liên kết thừa. 
Phương trình thứ s có dạng: 


` By ` ` kỉ 
by + Ra =0 (2.53) 


Trong đó: số hạng thứ nhất ở về trái là kết quả của phép nhân hàng thứ s của ma trận 
[B. .F.B, ] với vectơ P; tổng XE /A, trong số hạng thứ 2 ở về trái là phần tử nằm trên hàng thứ 
s cột thứ k của ma trận [E: .B, | : 

Tóm lại, trong bài toán tối ưu tính giàn siêu tĩnh, có 3 loại điều kiện ràng buộc: 

1) Điều kiện ràng buộc về độ bên. 

2) Điều kiện ràng buộc về độ cứng. 

3) Điều kiện ràng buộc về biến đạng liên tục. 

Đồng thời, có 2 loại biến: diện tích tiết diện A, và các lực liên kết thừa R,. 

Đây là bài toán quy hoạch phi tuyến. 

Căn cứ vào phương trình (2.17) và các điều kiện (2.49), (2.51), (2.53) đồng thời chú ý 
đên tính chât phân nhóm, ta có bài toán tôi ưu: 

Cực tiểu hóa hàm 


G 
C= » C,y,LỤA, 
= 


s0 


Với điều kiện: 


D n * 
+5 6Ñ ,/A.éơ 
k=l 


A, 

I1=l1,2,..m 

3. y + › RĐ LÊ <A 

GIÁ ng Tiến TY AU rẻ ĐC ý 2154) 
ĂNN. n CẰ nh. 

ÈA.z Là) ng f =0 

s=l,2,..n 


Trong đó: I, 1, - số thứ tự của phân tử đầu tiên và số thứ tự của phân tử cuối cùng thuộc 
nhóm g. D, e,, a,„ b,„ 8,„ Ÿ„„„ ơ,, Á là các hằng số. 

Thí dụ 2.5. 

Cho một giàn siêu tĩnh như hình (2.10a). Tải trọng P, = 10kN. Các thanh 1, 2, 3,4, 5 
thuộc nhóm diện tích A,„ thanh 6 thuộc nhóm diện tích A.. Ứng suất kéo cho phép ơ, = 0,15 


kN/mmỷ, ứng suất nén cho phép ơ„ =0, IkN/mm2. Mô đuyn đàn hồi E= 207 kN/mm°. Chuyển 
vị cho phép tại điểm D bằng 4,8mm. L = 1000mm. 


| P,=10kN 


® 
e) 
A B 
e) 
1 P, A 


1%, 


Hình 2.10 


LÃi 
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Giải 
'Ta chọn hệ cơ bản bằng cách vứt bỏ thanh ! và thay vào đó lực R, (hình 2. I0b). 
Sau khi tiến hành tính nội lực trên các hệ cơ bản (2. 10c), (2.10d), ta suy ra: 


N,] [0 Ï 
N,| |o _ 
N|Ị1 =Ị 
N.Í {P]+ Bị [R,] 
N,| |0 +Í 
N,| |— 3/2 3 
Vậy: Bụ B, 


M3/A, 
Sau khi thực hiện các phép nhân ma trận, ta được kết quả: 
B,.fƒ =L/E[0 0 1A, 1/A, 0 -1,5/A,] 
B,.fB, =L(8A; +3v3A,)/4E.A,A, 
B,.f =L/E[L/A, -L/A, -/A, -A, -L/A, 3/A,] 
B;f.B, =L(5A, +3V/3A,)/EA,A, 
B,.f.B, =(B,.f.B,} = - L4A; +33A,)/2EA,A, 
Căn cứ vào điều kiện (2.49) và các kết quả trên, ta suy ra điều kiện ràng buộc về độ bền: 
(0.P.+R.)/A, sơ, 
0.P,—R,)/A, <ơ, 
1P.T-R,J)/A, <ơ, 


jn <G 


( 

( 

(1P,TIRJ)/A Sửu (2.55) 
m : 

(- G9230 }/VA; 


C 


Căn cứ vào điều kiện (2.51), ta suy ra điều kiện ràng buộc về độ cứng: 


P,.L (8A, +3 /3 A,)/4BA,A, - R,.L(4A, +3 ý3 A,)/2EA,A, <4,8 (2.56) 


Căn cứ vào điều kiện (2.53), ta suy ra điều kiện ràng buộc về biến dạng liên tục: 


-P,.L4A, + 33 A,)/2EA,A, + R„.L(5A, + 33 A,)EA,A,=0 (2.57) 


Vì giàn làm bằng một loại vật liệu, nên hàm mục tiêu có đạng (xem phương trình 2.15): 


ˆ § 
lên 2>LạA, mỉ A L,+ A,.L, = V=5000A, +1732A, 


Thay thể các kết quả vừa tính trên vào bài toán (2.54), ta có bài toán tối ưu: 


Cực tiểu hóa hàm 


V=5000 A, + 1732 A, 
thoả mãn các điều kiện (2.55), (2.56), (2. 57). 


Trên đây, ta đã thay hàm giá cả C bằng hàm thể tích V. 


Bài toán bao gồm 8 điều kiện ràng buộc phi tuyến và 3 biến A,, A„, R,. Hàm mục tiêu có 
dạng tuyến tính. Để giải theo phương pháp đồ thị, ta tìm cách khử biến R,. Từ điều kiện 


(2.57), ta suy ra: 


R,=P,(4A,+3./3 A,)/(0A, +63 A) 


R, là lực căng, luôn luôn 
dương. Thay biểu thức R, vào 
7 điều kiện ràng buộc còn lại, 
bài toán chỉ còn 2 biến A, và 
A.. Kết quả giải theo phương 
pháp đồ thị ghi trên hình (2. 1 1). 
Các đường ơ,, G,„, G,, Ơ, biểu 
thị các đường biên ứng với các 
điều kiện bền tới hạn thứ 1, 2, 
Š. 6 (xem hệ thức 2.55). Các 
đường biên ứng với điều kiện 
bền tới hạn thứ 3,4 không biểu 
thị trên hình (2,11) vì chúng 


không đáng kể so với các 


P,=10kN 


A (mm?) 


Hình 2.11 


đường biên khác. Ta nhận thấy ứng suất trong các thanh 2 và 5 là đáng kể. Đường y„ biểu thị 
đường biên ứng với điều kiện tới hạn về độ cứng (2.56). Hình (2.1 1) cho thấy phương án tối 
ưu là: A, = 50mm”, A, = 0, min V = 250000mm!. Điều này chứng tỏ có thể vứt bỏ thanh số 6 


và giàn còn lại là một giàn tĩnh định. 


LE) 


Thí dụ 2.6 A; Hmm?) 

Đầu đề giống thí dụ (2.5) nhưng thay 0F 
đổi điều kiện ràng buộc về độ cỨng: sọ 
chuyển vị cho phép tại điểm D bằng [ 
I,3mm. Bĩ 

Các đường biên ứng với các điều 39 
kiện tới hạn không có gì thay đổi (hình 
2.12); Riêng đường biên ứng với điều Ai 
kiện tới hạn về độ cứng y,„ địch sang phải 
và gặp đường biên ơ,, ơ, tại điểm T. Kết 
quả ghi trên hình (2.12) cho thấy TẾ 
ấn tối ưu vẫn không thay đổi: A, 
30mm, A,=0. Chuyển vị tại điểm D bằng 1,21mm. Điều này chứng tỏ điều kiện ràng buộc 
về độ cứng vẫn chưa tới hạn. 


Thí dụ 2.7 


9 Tơ 
42 43 44 45 46 47 48 49 50 A,(mm?) 
Hình 2.12 


Để nghiên cứu ảnh hưởng của việc phân nhóm đến phương ấn tối ưu của bài toán, ta sẽ 
xết một số phương ấn phân nhóm sau: 

1. Giả sử các thanh 2, 3, 4, 5, 6 thuộc nhóm diện tích A,, thanh 1 thuộc nhóm diện tích A; 
( hình 2.10). Phương án tối ưu ứng với phương án này là A,=0có nghĩa là có thể vứt bỏ thanh 
số 1. Lúc này, nội lực trong các thanh 2 và 5 triệt tiêu, dạng kết cấu thay đổi như trên hình 
(2.i0e).N.=N, = 10kN, N= =-543 kN. Vì cả 3 thanh này thuộc nhóm diện tích A,, nội lực 
trong thanh số 6 cho ta cận dưới của diện tích A, là 86,6mm”. Thể tích nhỏ nhất của kết cấu 
bằng 3232mm". Rõ ràng là kết cấu mới (chỉ có 3 thanh) nặng hơn kết cấu cũ. Thực ra, nếu 
thanh số 6 có diện tích khác với 2 thanh còn lại thì thể tích sẽ là 283333mm8, 

2. Giả sử các thanh 2, 5 thuộc nhóm có diện tích A» các thanh 1, 3, 4 thuộc nhóm diện 

tích A., thanh 6 thuộc nhóm diện tích A;. Phương án tối ưu ứng với phương án này là: A, = 


50mm, A,= 33,3mm), A, =0, thể tích min V =200000mn2. Với phương ấn này, thể tích kết 
cấu nhỏ hơn kết cấu cũ. 


3. Giả sử trong kết cầu hình (2.10e), ta vứt bỏ thanh ngang và thay gối tựa di động B bằng 
một khớp. Hai thanh còn lại thuộc nhóm diện tích A,. Phương ân tối ưu ứng với phương án 
này là : A, = 66,7 mm, thể tích min V = 133400 mm. 

Những ví dụ đơn giản trên đây cho thấy khi các điều kiện tải trọng, độ bền, độ cứng như 
nhau, việc phân nhóm khác nhau sẽ dẫn đến những phương án tối ưu khác nhau đồng thời 
hình dạng kết cấu có khả năng thay đổi. Ta cũng nhận thấy trong một số phương án phân 
nhóm nào đó, điều kiện ràng buộc về độ cứng chưa phải là điều kiện khống chế phương án tối 
ưu. Tuy nhiên, điều này không phải là phổ biến trong thực tế. Như sau này ta sẽ thấy, trong 


nhiều trường hợp, điều kiện ràng buộc về độ cứng đóng vai trò quan trọng hơn điều kiện ràng 
buộc về độ bền. 


§4 


§6. BÀI TOÁN TỐI ƯU TÍNH KHUNG 
§6.1. Một số đặc điểm của khung 
Khung khác với giàn ở một số đặc điểm như sau: 
1) Trong khung, ngoài lực dọc ra, còn có mômen và lực cắt. 


Liên hệ giữa mômen và góc xoay của một phần tử ij bất kì có thể viết: 


M.=4(—) 9+2 ] 6 

L ï ° L DỊ : 
(a) 

M =( ) 9 +4) 9 

3 L e 1 L Ỹ ) 


lì 


Trong đó: chỉ số H ứng với phần tử ij; M, (M}- mômen tại đầu ¡ (đầu j) của thanh ¡j. Ta 
quy ước mômen tại đầu thanh là dương khi nó quay ngược chiều kim đồng hồ; 9, (8) - gÓC 


xoay tại đầu ¡ (đầu J) của thanh ¡j. Ta cũng quy ước gốc Xoay quay ngược chiều tim đồng hồ 
là dương. 


Giải phương trình trên đây theo M,, M, ta được: 


9,=2(E] M.-c(m) M 
` 3L Hy ` 6\H7, 2 


@®) 
¬ -sÍg) M- 3g) M 
: 6 EI Ũ ` 3\tH ïj 5 
Dưới dạng ma trận, ta có 
U,=£.§, (2.58) 
6, M, 
Ú, =lạ |; =| , (2.59) 
3 J 
l(1 2 -| 3 E; 4 
Tế i2 
j cin ) lí 2 ị (2.60) 2 k) 
Trong đó: U,- vectơ biến dạng; S„- vectơ nội lực, L |Fth E.Í, 


f,- ma trận độ mềm của phần tử ij. 


Đối với khung trong đó có nhiều phần tử, ta kết hợp 


các hệ thức (2.58), (2.59), (2.60). Chẳng hạn khung trên ) ề 
hình (2.13) được chia thành các phần tử 1-2, 3- 4, 5- 6. + L + 
Liên hệ giữa vectơ biến dạng và nội lực như sau: Hình 2.13 
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9| |f› M, 
9, M, 
0; = Íụ M; 
9, M, 
0, M, @.61) 
9, f+ ||M, 
Thay hệ thức (2.60) vào hệ thức (2.61): 
6,] [h/3EJ, -h/6E,T, 0 0 0 0 M, 
6,| |-h/6E, h/3E, 0 0 0 0 M, 
9, 0 0 L/3E¿L L/6E„ 0 0 M, 
= (2.61a) 
6, 0 0 -L/6E,, L/3E„ 0 0 M, 
9, 0 0 0 0 — h/3EJ, -h/6EaI |ÌM, 
9, 0 0 0 0 — -h/6EJJ, h/3EJJ, ||M, 


2) Khi tính khung theo phương pháp lực dưới dạng ra trận, ta chia nó thành các phần tử 
theo nguyên tắc đã trình bày trong §1.1. Song ngoài các tải trọng tập trung đặt tại các nút, còn 
có tải trọng phân bố đặt trực tiếp lên các phần tử. Trong trường hợp này, ta xử lí như sau. Xem 
trạng thái thực của khung là tổ hợp của 2 trạng thái: trạng thái ngàm và trạng thái tự đo. Ở 
trạng thâi ngàm, các nút bị chốt, không có chuyển vị (hình 2.14b) nên phản lực phát sinh tại 
các nút đó (hình 2.14c, 2.14d). Ở trạng thái tự do, các nút hoàn toàn được giải phóng (hình 
2.14e), tải trọng tác dụng bây giờ là các lực tập trung đặt tại các nút trước kia bị chốt. Các lực 
này ngược chiều với các phản lực tương ứng ở trạng thái ngàm và có giá trị tuyệt đối bằng giá 
trị tuyệt đối của các phản lực đó. 

Theo sự phân tích trên, nội lực trong khung bằng tổng của nội lực ở trạng thâi ngầm và 
nội lực ở trạng thái tự do (hình 2.14e và 2. L4c). 

§6.2. Bài toán tối ưu 

Trước hết, ta xét trường hợp khung siêu tĩnh, khung tĩnh định xem như trường hợp đặc 
biệt của khung siêu tĩnh. 

Giả sử khung có n liên kết thừa và chịu tác dụng của m tải trọng tập trung. Vectơ tải trọng 


P={P,P,...P.} 
Vectơ lực liên kết thừa 
R=(R,R,...R,} 
Vectơ nội lực trong khung (xem hệ thức 2.5) 
S=BP+B,R @.62) 
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Trong đó: S = {M,,M,,...,.M J.B, và B,là 
các ma trận ảnh hưởng nội lực trên hệ cơ bản ứng 
với P và R. Chẳng hạn, khung trên hình (215A) Š 
được chia thành các phần tử 1-2, 3-4, 5-6, 7- 8. 
Vectơ P = {P, P,). Vectơ lực liên kết thừa R = Š 
(R, R, R,} (hình 2.15b). Vectơ nội lực S = {M, 
M,M,M,M,M,M,M,). Bằng cách làm tương b @ @ 
tự như đã trình bảy trong mục §5, ta suy ra vectơ 
nội lực của chúng: 


1,87kN/m 


1 6m 4m { 


[M. |] ỊtI 1 21 1 0 
M,| |-1 -I -21 -l ] Ẳ 6m ¡ 4m ¡ 
M, L0 2L 1 -IỈ rụ e) SkN,m @.Ảx~2Nm 
M, 0 0|ỊP, -l1 =l 1 : 
= + +ÍR; 

M, 0 0P, E1 # 

M,| |0 0 0 -L 1 ; 

M; 0 0 01 -I 

M,| |0 0 0-1 0 
— vx— —— ~—-- ¬—— 

S B P B R 


Giống như bài toán tối ưu tính giàn siêu tĩnh, 
ta có 3 loại điều kiện ràng buộc: 


1) Điều kiện ràng buộc về độ bền. 


Ứng suất tại một mặt cắt ¡ trong khung phải 
thoả mãn điều kiện: 


Trong đó: 
M- mômen tại mặt cắt i; Hình 2.14 
W- mômen chống uốn tại mặt cắt i; 
Ø; - Ứng suất cho phép. 
Dưới dạng ma trận, bất đẳng thức trên có thể viết: 
W.S =W (B,.P+B,.R) <ơ' 
hay W.B.P+W.B.R<ơ' (2.63) 


Trong đó: ø* là vectơ ứng suất cho phép. W là một ma trận chéo có đạng: 


§7 


1/W (2.64) 


a) 


= 


R 


—~ L) 
R.| x2, 


Hình 2.15 


Trong hệ thức trên, các đại lượng cùng chỉ số W, được lặp lại từng đôi một trên đường 
chéo của ma trận vì đối với phần tử ij, W,= W, 


Tại mặt cắt t trong phần tử ¡ (mặt cắt t có thể trùng với mặt cắt bên trái hoặc bên phải của 
phần tử ¡), điều kiện ràng buộc về ứng suất có dạng: 


Ip. /W,+ Š „.R,)/W <ơ, (2.65) 
k=l 


Số hạng đầu tiên trong dấu ngoặc là kết quả của phép nhân hàng thứ t của ma trận W với 
ma trận [B,P], số hạng thứ 2 trong dấu ngoặc là kết quả của phép nhân hàng thứ t của ma trận 
W với ma trận [B,.R]. 


Đối với những phần tử chịu tác dụng đồng thời của mômen và lực dọc, điều kiện ràng 
buộc về ứng suất có dạng: 
N,/A,+ Íp. /W,+Ð tự R/ W,<ơ, (2.66) 
kzl 
Trong đó: N~ lực dọc trong phần tử ¡; A~ điện tích tiết điện của phần tử ¡. 


88 


2) Điều kiện ràng buộc về độ cứng. 
Giả sử A là vectơ chuyển vị cho phép tại các điểm đặt lực. Áp dụng công thức (2.8), ta có 
điều kiện ràng buộc về độ cứng: 


X, = ly, y, ..Yym} = B,-£.B,.P + B,.£B,.R < A (2.67) 

Để kiểm tra chuyển vị tại điểm đặt lực P, ta thực hiện phép nhân hàng thứ j của ma trận 

B,,.f.B, với vectơ P và phép nhân hàng thứ j của ma trận Bị .f.B, với vectơ R, Căn cứ vào kết 
quả của phép nhân, ta có điều kiện rằng buộc về độ cứng: 


t Ề n tr b., 
XU LỆ, SA, (2.68) 


=Ị đị 


3 › mm... 
Trong đó: A, là chuyển vị cho phép tại điêm đặt lực P,. Tông » xP ở sô hạng thứ 2 trong 


về trái là phần tử nằm trên hàng thứ j, cột thứ k của ma trận Bị.f.B,. 


3) Điều kiện ràng buộc về biến dạng liên tục: 
B,.f.B,.P+B,.f.B,.R =0 (2.69) 


Từ phương trình trên, ta suy ra điều kiện ràng buộc về biến đạng liên tục tại điểm đặt lực 
liên kết thừa R _(s = 1, 2,... n): 


¬y 6S ẤU 
tha Ủ (2.70) 
1ml đị kzL =L đị 

Trong đó: số hạng thứ nhất ở về trái là kết quả của phép nhân hàng thứ s của ma trận 
[Bì £.B, | với vectơ P. 


› Nhu : š Ti in 
Tông bế ở số hạng thứ 2 trong về trái là phần tử nằm trên hàng thứ s, cột thứ k của 
i=l Ũ 
ma trận LB; +.B, }. 


Trong các điều kiện ràng buộc (2.66), (2.68), (2.70), biến là các đại lượng A, W, I và R. 
Nếu hàm giá cả C (phương trình 2.17) được chọn làm hàm mục tiêu, ấp dụng hệ thức (2. 18a) 
để biến đổi các biến I và W thành biến A. Nếu hàm giá cả (phương trình 2. 19c) được chọn làm 
hàm mục tiêu, áp dụp các hệ thức (2.18b) để biến đổi các biến A và W thành biến I. 

Tóm lại, đối với khung siêu tĩnh, bài toán tối ưu có dạng như sau: 

Cực tiểu hóa hàm: 


G 


c= »3 sY;b¿A; 


sa 


hoặc hàm 


§9 


G 
C=0.5595"C,y,L,U? 
e=L 


Với điều kiện: 


1 + < G 
À, W l 
i =l,2,...p 
G l uy n G ] t. 
2T 2i TQ R2 T2, bại €A, (2.71) 
gel l1, imu, Ki gì izuy - 
SỊ Dh n_ 6G Ị uy 
bi Bạ † R.2 T7 Ku = 
g=i *g ,, k=tL g=l *“g uy 


Trong đó: NÑ„, D„, cụ, a,„ b,„ ø„; f,„„ ơ;, A, là những hằng số; u„, u, - số thứ tự của phần 


tử đầu tiên và số thứ tự của phần tử cuối cùng thuộc nhóm g. 
Thí dụ 2.8: 
Cho khung siêu tĩnh trên hình (2.16): h = 3000mm; L = 2000mm, E = 207kN/mm°, P.= 


2,07kN. Chuyển vị trên phương lực P, không được vượt quá 8mm. Ứng suất cho phép ø* = 
0,1kN/mm". Các cột thuộc nhóm diện tích A., đầm thuộc nhóm diện tích A„ 


- 


Hình 2.16 


Giải 
Hệ cơ bản như trên hình (2.16b). Vectơ tải trọng P =[P,]. Vectơ lực liên kết thừa R = [RJ. 


Lần lượt đặt lực P, = L, lực R, = 1 lên hệ cơ bản và tiến hành tính nội lực, ta được hệ thức 
ma trận: 
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M1] [0 0 
M, h 
M.| |-h -h 
M,|P|o IPi*[ gHRÍ (2.72) 
M[| |0 -h 
M | |o 0 
——~= —=~~ `">— 
§ b B 


Gọi I, L, lần lượt là mômen quán tính của tiết diện cột và tiết diện dầm. Áp dụng các hệ 
thức (2.60) và (2.6L), ta có ma trận độ mềm: 


h/3PEI, -h/6El, 0 0 0 0 
-h/6EI, h/3EI, 0 0 0 0 
b1, t0 0 L/3EI, -L/6E, 0 0 
0 0 -L/6E, L/3EI, 0 0 

0 0 0 0 h/3EI, -h/6EI, 

0 0 0 0 -h/6Bl, h/3EI 


Từ phương trình (2.72), ta có: 
B,=[0h-h 00 0];B,=[0 h -h h -h 0] 
Thực hiện phép nhân ma trận: 
B,.f=(-h/6EI, h”/⁄3EI, -Lh/3EI, Lh/6BI, 0 0} 
B,.f.B,=h?{h.1, +L1,)/3EL,L 
B,.f= {-h?⁄6EI, h3⁄/EI, -hL/6EI, hL/6EI, -h/3EI, h3/6EI } 
B,.f.B, =h?(2hI, + 3L1,)/3EIL 
Bụ.f. B, =[B,.f. B,] = h?2hl, + 3LI,)/6EL,L, 


Căn cứ vào bất đẳng thức (2.67), ta có điều kiện ràng buộc về độ cứng tại điểm 2 (xem 
hình 2.16) 
hìP, LHP, hR, Lh?R 
+ + + 
3E, 2El, 3EL 2EI, 


' <8mm (273) 


Áp dụng công thức (2.69), ta có điều kiện ràng buộc về biến đạng liên tục: 


hÌP, LhfP, 2hR, LHẺR, 
PHÀI + + =0 (2.74) 
3E, 2EL, 3El,  EI, 


9Ị 


Lực dọc trong cột bên trái là lực kéo có giá trị bằng P,.h/L; lực dọc trong cột bên phải là 
lực nén có giá trị bằng -P,.hL. Ứng suất pháp trong cột bên trái và cột bên phải lần lượt là 
P,.h/L.A, và -P,.h/UA, (các cột thuộc nhóm diện tích AÙ. 

Căn cứ vào các bất đẳng thức (2.63), (2.66) và phương trình (2.72), ta suy ra các điều 
kiện ràng buộc về độ bền tại 6 mặt cắt của khung như sau (xem hình 2.16): 


Mặt cắt 1: -Ủh < ơ; 
LA, 


Ph hP hR Phần tử l 
Mặt cắt 2: Ph „ (hB +hR,)) < Ơ, 

LA; W, 
Mạ cát 2 (0 + BRU cơ, 

: Phần tử 2 (2175) 
N: hR, n 

Mặt cắt 4: <Ơ, 
Mặt cắt 5: ThP, ,hR, < ơ) 

Eh Phần tử 3 


Mặt cắt 6: x <) 
ặt cất "ĐÁ, 3 


Trong đó: ơ,, ø;, ơ,- ứng suất pháp cho phép ứng với các phần tử 1, 2, 3. Trong các 
điều kiện trên, ta bỏ qua ảnh hưởng của lực đọc đối với đầm (phần tử 2). 


Các điều kiện (2.73), (2.74), (2.75) có dạng phí tuyến. Chúng chứa các tỉ số 1/I,, 1/1,„ R//1,„ 
R/1,„ /A,, R/W,, R/W,. 


Áp dụng công thức (2.15) ta có hàm mục tiêu: 
P¿ 
V=> L,A, =2h.A,+LA; 
g=l 
V =6000A, + 2000A, (2.76) 


'Để giải bài toán trên đây theo phương pháp đồ thị, trước hết ta khử biến R,. Từ phương 
trình (2.74) ta suy ra: R, = -P/2. Thay các giá trị R,, P,, h, L. vào điều kiện ràng buộc về độ 
cứng (2.73), ta được: 


6/1, + L/L, < 16.102/3 
Vì biến trong hàm mục tiêu là A nên ta áp dụng hệ thức (2.18a) để biến đổi biến I thành 
biến A. Sau khi rút gọn, bất đẳng thức trên có dạng: 
1,875AI? + 0,031A;? < 5.333.107 (277) 
Thay giá trị R, = -P,/2 vào các điều kiện (2.75), ta thấy ứng suất pháp có giá trị tuyệt đối 
lớn nhất xuất hiện tại mặt cắt 5. Thay các giá trị P,, h, L, ø; vào điều kiện thứ 5 trong hệ bất 
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đẳng thức (2.75) và áp dụng hệ thức (2.18a) để biến đổi biến W thành biến A. Sau khi chỉnh 
lí kết quả tính toán, ta được điều kiện ràng buộc về độ bền: 


0,001A;' +0,689A;*/? <1/31050 (2:78) 
Kết hợp phương trình (2.76) với các điều kiện (2.77), (2.78) ta có bài toán tối ưu: 


Cực tiểu hóa hàm 
Z = 6000A, + 2000A, 

Với điều kiện: 
1,875A7” +0,031A7 < 5,33.107 
0,001A;' +0,689A7'' < 1/31500 


Ä; ‡ (mm?) 


Kết quả giải theo phương pháp đồ thị 
ghi trên hình (2.17). Đường biên x, ứng với 
điều kiện ràng buộc tới hạn về độ cứng tại 
điểm 2. Đường biên ơ, ứng với điều kiện 
tàng buộc tới hạn về độ bền tại mặt cắt 5. 
Đường mức Zmin = 2458. 10*mm) tiếp xúc 
với đường biên x, tại điểm T. Tại đó, A, = 
3160mm", A,= 2810mm2. Vậy phương án 
tối ưu là: A, = 3160mm?, A, = 2810mw#, 


Z„„=24580000 mm” 


\ 
V 


ồ Ẹ z v hi Ạ, 
thê tích kết cấu nhỏ nhất bằng ° —jj§g— ap§§— Sdồ0 7 Tủ80 mm) 
2458. 10*mm°., Hình 2.17 

Thí dụ 2.9: 


Cho một khung có mái dốc như trên hình (2. 18a). Các xà nghiêng chịu tác dụng của tải 
trọng phân bố đều với hợp lực bằng P,,L = 20000mm, h = 10000mm, P; = 6kN, E = 207kN/ 
mm`, Chuyển vị cho phép trên tháng nằm ngang tại điểm D bằng 30mm. Các cột thuộc 
nhóm đặc trưng hình học I,, A,, W,. Các xà thuộc nhóm đặc trưng hình học 1, A,,W,, Ứng. 
suất pháp cho phép bằng 0, IkN/mm°, 


Giải 
Trước hết, ta nhận thấy khung có một liên kết thừa và các phần tử BC, CD chịu tác dụng 
trực tiếp của tải trọng phân bố. Vậy phải xử lí như đã trình bày trong §6.1. Các hình (2.18b), 


(2.18€) biểu thị trạng thái ngàm của khung. Phản lực tại các liên kết phụ gia biểu thị trên hình 
(2.18đ). Trạng thái tự do biểu thị trên hình (2.18e). 


Theo sự phân tích trên, nội lực trong khung thực (hình 2.18a) bằng tổng của nội lực ứng 
với hình (2.18c) và nội lực ứng với hình (2.18e). 


Căn cứ vào biểu đồ nội lực trên hình (2.18c) và biểu đồ nội lực trên hình (2.18e) (trên 
hình này chỉ biểu thị các lực tác dụng) ta suy ra hệ thức ma trận sau: 
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94 


D 


+ 


- 


“ “<< <x << 


z 


xã { 
: 


Hình 2.18 


= [ 0 0 
0 h 
-L/48 —h 


1L/48 (V3h+ 1)/2/3 k 


~7L/48 -(jãh+ 1)/23 |ÙP› 
L/48 0 

0 0 

0 0 


I 


0 
h 
¬h 


(s/3h+L)/2/3 
-(2J3h+L)/2/3 


[R.] 


Căn cứ vào hệ thức (2.60) ta có ma trận mềm: 


[h/3EI, -h/6EI, 0 9 


0 0 0 0 
-h/6EI, h/3El, 0 0 0 0 0 0 | 
0 0 a/3EI, -a/6EI, 0 0 0 0 | 
mì. 0 -a/6BEI, a/3EI, 0 0 0 0 
0 0 0 0 a/3EL -a/6B, 0 0 
UÙ 0 0 0 -a/6EI, a/3E], 0 0 
0 0 0 0 0 0 h/3EI, -h/6EI, 
| 0 0 0 0 0 0 -h/6EL h/3BI, 


Trong đó: a là độ dài của phần tử BC hoặc phần tử CD, a = 11548 mm. 


Căn cứ vào bất đẳng thức (2.67) và các kết quả trên, ta có điều kiện ràng buộc về độ cứng 
tại điểm Ð: 


PLa(8+ V3h+5L) pụ* Pa|2h?(3+ v3)+3/ãLh + ¿] 
+ 


+ + 
32EI, 3EI, 18EI, 
aR,(36h? +94/3hL+2L) p 
+ { ,. PC < 30mm (2.79) 
36EI, 3EI, 


Áp dụng công thức (2.69), ta có điều kiện ràng buộc về biến đạng liên tục: 


aL (63h + 5LÌP, a(36h? +9/3Lh + 21?)P, 
+ 


+ 
96x3EI, 36EI, 
: 3 a(36h? + 6/3hL +1?ÌR 
VÉP, 2hÌR _ ( ) II, (2.80) 
3EIL - 3EI, 18EI, 


Điều kiện ràng buộc về độ bền ở đây đóng vai trò rất thứ yếu nên không xét đến. 
Các điều kiện trên có dạng phi tuyến. Chúng chứa các tỉ số L/I,, I1,, R/1,„ R/L. 
Sau khi áp dụng hệ thức (2.18) để biến đổi biến A thành biến I, ta có hàm mục tiêu: 


V =20.000A, + 23096A, 
= V =111801) + 12910,661⁄2 
Đặt V = 11180 Z, ta có: 
Z=1? +1154? (2.81) 


Vậy, bài toán tối ưu là: cực tiểu hóa hàm mục tiêu (2.81) thỏa mãn các điều kiện ràng 
buộc (2.79), (2.80). 
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Để có thể giải theo phương pháp đồ J; (mm) 
thị, ta khử biến R,. Từ phương trình (2.80) #19 
ta biểu thị biến R, là hàm của 2 biến I, và 
1. Sau đó, thay biểu thức R, vào điều kiện 
(2.79). Lúc này, điều kiện ràng buộc về 
độ cứng chỉ chứa 2 biến I, và I,. 


6x10 % 


Kết quả giải theo phương pháp đồ thị “*!9 ` 


ghi trên hình (2.19). Đường cong x, ứng S 
với điều kiện ràng buộc tới hạn (2.79). zxịc' : : ở 
Đường mức Zmin tiếp xúc với đường cong Tu si“ %16 (mm) 
này tại điểm T. Điểm này ứng với phương “Hình 2.12 
án tối ưu: 
1, =0,8.10°mm°® 
1, = 3,5.10°mm? 
Zmin = 9,65.10* mm2, do đó thể tích kết cấu cực tiểu Vmin = 1,07887m3, 
§7. MỘT SỐ ĐIỀU CẦN CHÚ Ý KHI GIẢI BÀI TOÁN TỐI ƯU THEO PHƯƠNG PHÁP LỰC 


Qua các bài toán tối ưu trên đây, ta thấy rằng biến xuất hiện đưới dạng các tỉ số như L/A„ 
11, R VÁ, R v1... 


Ta chú ý rằng các biến A „], luôn luôn không âm theo ý nghĩa vật lí, nhưng biến R, đực liên 
kết thừa) có thể âm hoặc dương. Giả sử biến A, hoặc Ï nào đó triệt tiêu thì nghịch đảo của nó sẽ 
trở thành vô cùng lớn. Vậy để bài toán có phương á án tối ưu, ta xử lí như sau: 


Trước hết, phải thấy rằng bài toán (2.31) áp dụg cho hệ giàn tĩnh định luôn luôn có 
phương í ấn tối ưu vì biến A, thỏa mãn điều kiện A, > min A,, cận dưới này có thể xác định từ 
các điều kiện bền (xem Su thí dụ (2.1), (2.2)). 


Đối với bài toán (2.54) áp dụng cho hệ dàn siêu tĩnh, ta xử lí như sau: 

L) Đưa biến mới không âm y, sao cho 
A, =y,+ mỉnA, (2.82) 
Y >0 


Khi y,=0ÐA,= minA,, minA, là cận dưới của A,. Cận trên của y_ xác định từ hệ thức 
(2.82): 


max y, = max A, - min A, (2.83) 


Trong đó, max A, là cận trên của A» 


2) Đối với biến xuất hiện dưới dạng R, “A» ta thay ÀA , bằng hệ thức (2.82) và đưa vào 2 
biến mới X\, „và r, sao cho: 


%6 


R n1 
Vi A TÊ y; +min A, 


(2.84) 
X„ >0 ¡>0 


Trong đó, B, và d, là những hằng số. Khi biến r„ =0,R.=r,+d =d,. Vậy d, là cận dưới 
của R,. Mặt khác, R.= = max R, khi r = max ï,. Vậy,. cận trên của r„ By 


max r, = max R, - mín R„ (2.85) 


Cận trên và cận dưới của ĐỔ +B, g) xác định như sau: Từ hệ thức (2. 84), ta thấy rằng XU 
+BL „ đạt đến cực đại khi y, + min A, đạt đến cực tiểu và khi 1 +d, đạt đến cực đại. Điều này 
xây ra khi y, =0 vàr, =maxr,. 


Vậy: 
max ĐÔ + Bố ) = (max r, + đ )/min A, (2.86) 


Mặt khác, ba +B_ £) đạt đến cực tiểu khi r+đ đạt đến cực tiểu và y,† mín A_ đạt đến 
cực đại. Điều này xây ra khi Tu= 0vày, đạt đến max ÿ,= max Án ~ min A, (hệ thức 2.83). Vậy 


min Lnn + B„.)= =d/max A, (2.87) 
Nếu chọn min X.,=0= 
min @ + By, )=min B, „= d/max A, 2.88) 


Đối với bài toán (2.7 1) áp dụng cho hệ khung siêu tĩnh, ta cũng làm tương tự như trên 
nhưng thay biến A, bằng biến T 
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Chương ba 
BÀI TOÁN TÔI ƯU TÍNH KÊT CÂU 
THEO PHƯƠNG PHÁP CHUYỂN VỊ 


Như đã trình bày trong chương hai, giải bài toán tối ưu theo phương pháp lực đòi hỏi phải 
thành lập hệ cơ bản, thành lập các ma trận ảnh hưởng nội lực và tiến hành nhiều phép tính ma 
trận. Đồng thời, biên xuât hiện dưới các dạng ƯA» 1, RƯA» R1 làm cho bài toân trở nên 
phức tạp do phải đưa vào nhiêu biên mới. 

Như ta sẽ thấy trong phần sau, giải bài toán tối ưu theo phương pháp chuyển vị đơn giản 
hơn so với phương pháp lực. Việc thành lập ma trận biến đổi chuyển vị và ma trận độ cững 
tổng thể có thể tiến hành trên cơ sở các công thức đã được thiết lập sẵn. 

Chương này sẽ giới thiệu cách giải bài toán tối ưu theo phương pháp chuyển vị. 

§1. BÀI TOÁN TỐI ƯU ÁP DỤNG CHO HỆ GIÀN. 

§ 1.1. Phương pháp chuyển vị dưới dạng ma trận 

1. Ma trận biến đổi chuyển vị 

Giả sử một phần tử thứ ¡ bất kì của giàn biểu thị như trên hình (3.1). Đầu 1 của nó quy tụ 
vào nút R và đầu 2 quy tụ vào nút S. 


+ a) 
Hệ tọa độ cục bộ là P và Q, hệ tọa độ 
chung là X và Y. Trục P trùng với trục của 
phần tử ¡ và có chiều dương hướng từ đầu I +Q +P 
Ấ ầ Đầu 2 tại nút S 
đến đầu 2. « 
: : \ (X„, Y,) 
Từ hình (3. 1a), ta có độ đài của phân tử ¡: : KẴ 
(uy) 
3 Đầu 1 tại nút R 
I=[ŒX,—X,) +(Y,-Y} — @-) Mất biệGi 


Giả sử do một nguyên nhân bên ngoài 
nào đó, các nút R và S của giần có các chuyển 
vị tương ứng là x„, y„ và x.,y„ (hình 3.1b) 

Do các nút R, S chuyển vị, các đầu l và 
2 của phần tử ¡ di chuyển dọc trục những 
đoạn tương ứng là u, và u.. Hình 3.1 
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Biến dạng dọc của phần tử í là: 
u, = U, - H, (3.2) 
Từ hình (3. Ib), ta có: 
U¡ = Xạ COSŒ + Yạ,.Sỉn œ 
§ . @.3) 
Uy = Xs COSŒ + ys.sin œ 
Trong đó: 


X._ 
COSŒ =—————— 


"-.—.. (34) 
SInœ = 


Thay u,, u, từ hệ thức (3.3) vào hệ thức (3.2), ta có: 
tị = X;.CO8Œ + ÿs.SỈ1 Œ — Xụ CO§ Œ — Yạ.. SN Œ 
Dưới dạng ma trận, hệ thức trên có thể viết: 


u,=[—cosƠ, ~sinơ,.. cosơ, sine,]ÍXy ÿạ ..%; w} 
*¬——eẹ—— ¬——c-——:ˆ 


tại nút R tại nút S 
Vectơ hàng [—cosœ, —sind,... cosơ, sin œ,] 
gọi là ma trận biến đổi chuyển vị ứng với phần tử i. 
Đối với toàn bộ giàn, hệ thức ma trận giữa vectơ biến dạng của các phần tử U và vectơ 
chuyên vị của các nút X có đạng như sau: 
U=A.X 3.6) 
Trong đó: 
A- ma trận biến đổi chuyển vị ứng với toàn bộ giàn. 
Phương trình (3.5), (3.6) có thể mở rộng cho hệ giàn không gian. Lúc này, biến dạng của 
phân tử ¡ có dạng như sau: 
U, =[—cosd, —cosổ, — cosy,.. cosŒ, cos, cos†,].{X, Y, Z,..X, Y, zð}@7) 
Trong đó: 
œ, B, y lần lượt biểu thị các góc tạo thành giữa trục đương của phần tử ¡ và các trục 
X, Y, Z của hệ tọa độ chung; 
Xạ› Yạ› 7ạ- Chuyên vị của nút giàn R theo phương các trục X, Y, Z. của hệ tọa độ 
chung; : 
X„ Y„ Z- chuyên vị của nút giàn S theo phương các trục X, Y, Z. 
Tương tự như trên, ta có: 


L=j(X, - XJ} +(Y,~Y,} +(Z, =2} 4⁄8) 
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X._X Y,-—Y, zZ -Z 
COSŒ = Sĩ +, cos8 = —ˆ , (0sy =———Ì (3.9) 


Thí dụ: 

Cho một giàn như trên hình (3.2). Số thứ tự các nút giàn đánh dấu bằng các khoanh tròn. 
Số thứ tự của các phần tử đánh dấu bằng các số bên cạnh các mũi tên. Trục đương của mỗi 
phần tử hướng từ đầu I đến đầu 2 của phần tử đó. 


Phần tử I: @(5.3) @003) 


Áp dụng công thức (3.1), ta có 


L¡=/(0-4)°+(3-0}' =5 


Áp dụng công thức (3.5) @4.0) 
cosœ, = (0 - 4)/5 =0,8 
sinơ, = (3 - 0/5 = 0,6 Hình 3.2 

Đặc trưng hình học của các phần tử ghi trong Bằng 3.1 


bảng 3.1. 


Đầu I của phần tử 1 quy tụ vào nút R = 5, đầu 
2 quy tụ vào nút S = 4 


Do đó, áp dụng hệ thức (3.5), ta cố; 
U,=[- 0,8 -0,6...-0,8 0,6].{x, y,...X, Y„} 

Phân tử 2: 

Đầu 1 của phần tử 2 quy tụ vào nút R = 5, đầu 
2 quy tụ vào nút S = l. Căn cứ vào hệ thức (3.5) và 
các số liệu trong bảng (3.L), ta có: 

U,=[-(1) 0 -1]. {x, y,...x,} 

Trong phương trình ma trận trên đây, chuyển vị thẳng y, trên phương thẳng đứng tại nút 
1 băng không nên không đưa vào. 

Phần tử 3: 


Tương tự như trên, ta có: 


U, = [1]- {x,} (chú ý nút 2 không có chuyển vị) 
Phần tử 4: 
U.=[0 0 1].{x, x, y„} 
Phân tử 5: 
Ủ,=[-(1) 0]. {x, y„} 
Kết hợp các hệ thức trên, hệ thức ma trận giữa vectơ biến dạng U và vectơ chuyển vịX 
của các nút giàn có thể viết: 
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U,| [0 -0,8 06 0,8 -0,6][x, 
U,| |Ý1 0 0 1 90 |, 
U,|=|1 0 0 0 9 ly, 
U||0 0 1 0 9 |Ìx 
U,||0 1 0 0 90 lly, 


“—— *—_S-— ` —.—- 


Tại nút 1 Tại nút4 Tại nút 5 
>¬————-.„——— 
A 


Trong đó, ma trận biến đổi chuyển vị A ứng với toàn bộ giàn có đạng: 


0 -08 06 08 -0/6 


-] 0 0 l 0 
A=ll 0 0 0 0 
00 I0 0 
0 1 9 0 0 
2) Ma trận độ cứng 
. .... HA, 
Lực đọc trong phân tử ¡ có thê việt: N, =——+.U, 


(3.10) 


Trong đó: E,, A,, L,, U, lần lượt là mô đuyn đàn hồi, diện tích tiết diện, chiều đài, biến 
dạng dọc của phần tử ¡. 


Đối với toàn bộ giàn, hệ thức ma trận giữa vectơ nội lực S và vectơ biến đạng U có thể viết: 


S=k.U .1) 
hay: 
O U, 
Ũ, 
Ũ; 
EaA„zLa Uy 
U 
Trong đó, ma trận độ cứng k có dạng ma trận chéo: 
BÁU, O 
E;A,L, 
k= B;A¿L; 
@.12) 
o l;ÊP Và) Dã 
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Thay U từ phương trình (3.6) vào phương trình (3.1 1), ta có: 
S=k.A.X (3.13) 
3) Ma trận độ cứng tổng thể 
Gọi P là vectơ tải trọng và X là vectơ chuyển vị. Trong trường hợp tổng quát, ta có: 
P={P,,Py PQ„... P„ Py PQ,.. P2, Pạy Pạ,) 
X={Xi V42... X Y2. V2} 
Trong đó: 
P„. P.. P, - các thành phần tải trọng tại nút ¡ trên các phương X, Y, Z. của hệ tọa độ 
chung; 
X„Y,„z, - các thành phần chuyển vị tương ứng tại nút ¡ của giàn. Áp dụng nguyên lí 
cân băng giữa công của ngoại lực và thế năng biến dạng đàn hồi, ta có: 
1/2P?.X = 1/2,S°.U 
Thay U từ phương trình (3.6) và S từ phương trình (3.13) vào phương trình trên, ta có: 
PˆX=Xx.A?.k'.A.X —= P° =(A'.k. A.X)? 
Đặt K=A'.k.A (3.14) 
ta CÓ: P=K.X (3.15) 
Ta gọi K là ma trận cứng tổng thể của giàn. 
Có thể lập ma trận K bằng 2 cách sau: 
a) Thực hiện các phép nhân ma trận theo trình tự nêu trong công thức (3.14). 
b) Xem mỗi phần tử của giàn có phần đóng góp riêng vào ma trận K. 
Như trong phần trước đã trình bày, phần đóng góp của phần tử ¡ vào ma trận biến đối 
chuyên vị A có đạng như sau: 


(3.16) 
Ai =[R-cosơ, —cosB, — cosy,... cosơ, cosổ, cosy,] 


tại nút R tại nút S 


Sau khi nhân bên phải ma trận k ở công thức (3.12) với ma trận A, ta thấy phần đóng góp 
của phần tử ¡ vào ma trận [kA] có đạng như sau: 


(kA), =|a,cosơ, —a cos, — â, COSY,... 8, COSG, 4, COS B, A, eosy, ] (3.17) 
`¬¬———-.Sø_——7 
tại nút R tại nút S 
, E.A 
Trong đó: â; “¬ (3.18) 


Sau khi nhân ma trận A' với ma trận [kA] ta thấy phần đóng góp của phần tử ¡ vào ma 
trận độ cứng tổng thể K có dạng như sau: 
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K, | Tại nút R 


K,= sẽ 
K„ K„ | Tại nút S (3.19) 
Tại nútR_ Tại nút S 
Trong đó: 
2 
a; COS” œ, a, COSG, COS, ä, COSO, COSY, 
K„ =| a¡ cosœ, cosB, a, cos” B, a, COS, COSY, (3.20a) 
â; COSGŒ, COSY, a, cOS];, COSY; a, COS” Y, 
2 : 
—a, COS” Œ, —a, COSG, COS, - —a, cOS0, COSY, 
K„„ =| -a; cosœ, cosB,  —a, cos” B, —â, COS ; COSY, (3.20b) 
2 
—i COSQ,COSY, —a, COSỈ, COSY, —a, COS” y, 
và ` 
—a, COS” œ, —a; COSŒ, COS,  —â; COSƠ, COSY, 
K(, =| —a, cosœ; cosB,  —a, cos” B, ~a, €OS , COSY, (3.20c) 
Ầ 3 
—ả, COSŒ, COSY;  —â;¡ COS,COSY,  —â; COS” Y, 
ä; COS” Œ, a; COSG, COS Ö, a, COSŒ, COSY, 
2 
K¿ =| a, cosœ, cosB, ä, cos“ |, 8; COSB; COSY, (3.204) 
â; COSO; COSY, a; COSB, COS, a, COS” ÿ, 


Đối với giàn phẳng, vì cosB, = sin œ, và không có số hạng cos y, nên phần đóng góp của 
phần tử ¡ vào ma trận độ cứng tổng thể K có đạng như sau: 


tại 5 : H 
nút| â¡ €OS` œ, a, COS Œ, sỉn 0, â; COS” 0, ~a, CS œ, sin œ, 
: ` : s3 
R|a, cosơ, sinœ, 4; sin? œ, ~a, C0S Œ, Sỉn œ, a, sin” œ, 
K,= (3.21) 

tại : : Ề 3 : 

nút| T8, €OS” œ, ~a, COS Œ, SỈn G, a, COS” œ, A, COS Œ, Sỉn 0, 

$ | -a, eos œ, sin œ, ~a, Sin” œ, 8, cos œ, sỉngœ, ai sin” œ, 

tại nút R tại nút S 


§1.2. Bài toán tối ưu tính hệ giàn 

Khi giải theo phương pháp chuyển vị, bài toán tối ưu tính giàn bao gồm 3 loại điều kiện 
ràng buộc: 

1) Điều kiện ràng buộc về độ bền. 

2) Điều kiện ràng buộc về độ cứng. 


3) Điều kiện ràng buộc về cân bằng. 
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1) Điều kiện ràng buộc về độ bền 


Để đảm bảo yêu cầu về độ bền, mỗi phần tử ¡ của giàn phải thỏa mãn điều kiện: 
ï T1. h 3.22) 
Trong đó: ø,„ N., A,„ ơ; lần lượt là ứng suất pháp, lực dọc, diện tích tiết diện, ứng suất cho 


phép ứng với phần tử ¡. 


Đối với toàn bộ giàn, điều kiện (3.22) có thể viết dưới dạng ma trận: 


T.U =[T. A].X<ø' 3.23) 
Trong đó: ø" là vectơ ứng suất cho phép; T là ma trận chéo có đạng sau đây: 
EU, 
Ti o 
T= tực 
l®) E,L¡, (3.24) 
- E„L„ 


Ta lập ma trận [T.A] như sau. Nhân bên phải ma trận T ở hệ thức (3.24) với ma trận biến 
đổi chuyển vị A, ta thấy phần đóng góp của phần tử ¡ vào ma trận [TA] có đạng như sau: 
(TA]=[-tecosœ, -tcosỹ, -ICOSY,... tcosơ, tcosB, tcosy,] @.25) 
Trong đó: t= B/L, (3.26) 
Đối với giàn phẳng, vì cosB, = sinơ, và không có cosy, nên hệ thức (3.25) có dạng: 
[TA], = [-tceosơ, - tsing,... tcosœ, tsinœ,} (3.27) 
2) Điều kiện ràng buộc về độ cứng 
Để đảm bảo yêu cầu về độ cứng, chuyển vị tại một số nút giàn nào đó không được vượt 
quá chuyên vị cho phép. Dưới dạng ma trận, điều kiện ràng buộc này có thể viết: 
X<A (3.28) 
Trong đó: A là vectơ chuyển vị cho phép. 
3) Điêu kiện rằng buộc về cân bằng 
Áp dụng phương trình (3. 15), ta có điều kiện ràng buộc về cân bằng: 
P=K.X @.29) 
Đối với hàm mục tiêu, có thể áp dụng công thức (2.17) trong chương hai. 
§1.3. Xử lí trường hợp biến âm 
Bài toán quy hoạch toán học thường không cho phép xuất hiện biến âm. Vì vậy, đối với 
biên âm, cân có biện pháp xử lí. 
Trong một số trường hợp đơn giản, có thể phán đoán được đấu của biến nhưng trong 
những trường hợp phức tạp, không thể làm được điều đó. 
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Trong bài toán tối ưu tính giàn theo phương pháp chuyển vị, có khả năng xây ra một số 
trường hợp sau đây: 


L) Dấu của chuyển vị tại một điểm nào đó chưa rõ (có thể dương hoặc âm). 
2) Dấu của ứng suất trong một phần tử nào đó chưa rõ (có thể dương hoặc âm). 
Giả sử x, là chuyển vị tại nút R của giàn. Khi chưa rõ dấu của X„ ta đặt: 
Xụ = Tp ~Ên (3.30) 
Trong đó: e. biểu thị giá trị chuyển vị cho phép tại nút R. Để thỏa mãn yêu cầu về độ 
cứng, phải thỏa mãn điều kiện: 
|xa| <ep hay -e, <x, <Se, 


Thay x„ bằng hệ thức (3.30), bất đẳng thức trên đây có thể viết: 


0< „<2, (3.31) 
Nếu dấu của Xạ khẳng định là âm, cần thỏa mãn điều kiện: 

-e, ŠXạ <0 
Thay x„ bằng hệ thức (3.30), ta có: 

0<1y<œ (3.32) 


Đối với ứng suất, ta xử lí như sau: Gọi ơ>,ơ„ là ứng suất kéo cho phép và ứng suất nén 
cho phép của một phần tử ¡ nào đó trong giàn. Để đảm bảo yêu cầu về độ bền, ta phải có: 


[TA], 3X <ơy hoặcơ, 
Trong đó, [TA], là hàng thứ ¡ của ma trận [TA]. Bất đẳng thức trên có thể viết: 
~ơ„ <[TA],.X< ø; hay 


[TA] .X<ơ¿ (a) 
-[TA]|X<ø,  @) Lê) 
§1.4. Thí dụ tính toán 
Thí dụ 3.1 
Cho một giàn với tài trọng, kích thước, đặc trưng hình học biểu thị như trên hình (3.3a). 
Chuyển vị cho phép tại nút † và nút 2 bằng 5mm, 
Giải 
Trước hết, ta nhận thấy giàn có tính chất đối xứng nên sơ đồ tính biểu thị như trên hình 
(3.3b). Mặt khác, các thành phần chuyển vị thẳng trên phương nằm ngang tại các nút ! và 2 


bằng không. Vì hợp lực tải trọng hướng lên trên nên có thể khẳng định rằng các thành phần 
chuyển vị trên phương thẳng đứng tại các nút 1 và 2 đều mang dấu dương. 


Ta thành lập bài toán tối ưu như sau: 


1) Hàm mục tiêu. 
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| V, = 100kN 


ạ( 


a) 


1000mm 


Hình 3.3 
Từ hình (3.3a), ta có: 
L, = 1500.2/43 = 1732mm 
L, = 2.500 = 1000mm 
L¡ = 1000mm. 


Áp dụng công thức (2.15) (xem chương hai), ta có hàm mục tiêu (tính cho nửa giàn): 


V=S`L,A, =1732A, +1500A; (3.34) 
g=l 


2) Điều kiện ràng buộc về độ cứng. 
Áp dụng bất đẳng thức (3.28): 
X<A>y,<Š5mm; y; <5mm 4.35) 
3) Điều kiện ràng buộc về cân bằng 
Trước hết, ta thành lập các ma trận k, A và K. Ma trận độ cứng k có dạng: 


EA,/1732 


k= EA, / 1000 (3.36) 
EA,/2000 


Thành lập ma trận A: 


Đặc trưng hình học của các phần tử 1, 2, 3 
ghi trong bảng (3.2) Bảng 3.2 


Phần tử I: 


Phần tử ! quy tụ vào nút R = 3 và nút S = I. 
Chú ý rằng chuyển vị tại nút 3 bằng không và tại 
nút 1 chỉ có thành phần chuyển vị lệ 


Áp dụng công thức (3.5), ta có: 
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U, = {sinœ,]. (y,) = 0,866.y, 
Phần tử2: ` 
Phần tử 2 quy tụ vào nút R = 3 và nút $ = 2. Nút 3 không có chuyển vị và tại nút 2 chỉ 
có thành phần chuyển vị Yạ. Áp dụng công thức (3.5), ta cố: 
U, = [sind.]. {y,) =0,5y, 
Phân tử 3: 
Phần tử 3 quy tụ vào nút R = 2 và nút S = I. Áp dụng công thức (3.5): 
Ú, =[ sinơ, sinw.].{y, y,} 
U¿=[-1L l].{y, y,} 


Kết hợp các phương trình trên đây, ta được hệ thức ma trận: 


U,]| [0,866 0 ][y, 


U,|=| 0 0,51. 

U; Ị ~l || 
`¬>— *——+xx———-” —x—- 
U _ X 


Vậy ma trận biến đổi chuyển vị Á có đạng: 


0866 0. 
A=l 0 045 
ƒ' - "Sĩ 


Nhân bên phải ma trận k ở hệ thức (3.36) với ma trận A, ta được: 


EA,/2000 0 
k.A =|0 EA,/2000 
EA,/2000 ~-EA,/2000 


Ma trận chuyên vị của ma trận A: 


086 0 1 
A'= 
ki 


Nhân bên phải ma trận A" với ma trận [kA], ta được ma trận độ cứng toàn bộ: 


(ÚA, +2A;}E/4000. -EA,/2000 


K=A'kA= 
~EA, /2000 3EA, /4000 


Áp dụng phương trình (3.29), ta có điều kiện rằng buộc về cân bằng: 
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V,/2 ~EA, /2000 3EA,/4000 | | y; 


Ề ] Xà da +2A, ÌE/4000 by th lh | 


Thay V, = 100kN, V, = 50kN và E = 207kN/mn” vào phương trình trên, ta được: 


MA, +2A;y(—2A¿y; =966 
~2A;y, +3A;y; =483 B42) 


Căn cứ vào phương trình (3.34)và các điều kiện ràng buộc (3.35), (3.37) đồng thời đặt 
A,=X,,Y,=X,, À, = X., Y, = X„ V = Z, ta có bài toán tối ưu: 


Cực đại hóa hàm: 


Z'=-Z=-1732x,- 1500x, (a) 
Với điều kiện: 

VẦx,.x; +2x;x; - 2xx, =966 œ®) 

-2X,X, + 3x,x,= 483 (c) 

X<5 X,<5 (đ) 

X,, X;, X;, X, 2Ô (©) 


Để giải bài toán phi tuyến trên đây bằng phương pháp đơn hình, ta tuyến tính hóa các 
hàm (3.38b), (3.38c) bằng chuỗi Taylor (xem §5.I chương 1). 
Hàm (3.38b): 
E,(x) = V3x,x; +2x;X; - 2x;x, - 966 > 
Vg,(x)= [W (J, + 2x;} (2x¿—-2x¿)} - 2x, 
Hàm (3.38c): 
8;(X) =—2X;X; +3x;x,T—483 > 
Vg,(x) =[0 —2x, (-2x;+3x,) 3x, ] 
Giả sử xuất phát từ điểm {x,) với x,„= 100mm), x„ = 6mm, x.,= 100mm, x„,= 6mm. 
Ta có: 
{x¿] =(100 6 100 6}.Thay giá trị {xạ} vào các phương trình trên, ta được: 
B,) = 273,2; g1) = 117 
Vg,x)=[10,392 373,2 0 -200 
Vgí(x)=[0 -200 6 300] 
Áp dụng công thức (1.68) 
Hàm g,@): 
8,Œœ,) = g,@œ,) + Vg,@ ).(x,} -XÐ 
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8.X,)=73,2+[10,392 373/2 0 -200], =0 


Khai triển phương trình trên, ta được: 

10,392x, + 373,2x, - 0.x, - 200x, = 2005,2 (3.39) 
Hàm g.(x): 
x;—100 
X;—6 
x; =100 |“ 
Xx¿—6 


8;(x)=117+[0 -200 6 300]. 0 


Khai triển phương trình trên, ta được: 
0.x, - 200%, + 6x, + 300x, = 1083 (3.40) 
Thay các phương trình đã được tuyến tính hóa (3.39), (3.40) vào bài toán phi tuyến 


(3.38) đồng thời đưa vào các biến giả tạo y,, y, và các biến đệm y¿. yạ. Bài toán (3.38) có 
đạng sau đây: 


Cực đại hóa hàm 
Z'=-Z= -1732x, - 1500x, 


Với điều kiện: 


10,392x, + 373,2x, - 0x, - 200x, +y, =2005,2 


0.x, - 200x; +6x; + 300x, +y, = 1083 
X;+V; =5 
X;Ty¿ =5 
Xi X.› Xã» Xã» ŸI; ŸYyy Yày ŸYa >0 


Các bằng đơn hình trình bày trong bằng (3.3). 
Bảng đơn hình cuối cùng cho phương án tối ưu đầu tiên: 
(XJ)= Xu X;y X Xu} =(113/9 5 9717 5) 


Tiếp tục thay {x,] vào {x,}, {x,} vào {x,} và tiến hành tính toán như đã trình bày trong 
phần trên. 


Sau khi chỉnh lí kết quả tính toán, ta có bài toán quy hoạch tuyến tính thứ hai: 
Cực đại hóa hàm 


Z' =-1732x, - 1500x, 
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Bảng 3.3 


0 20052 Y, 
0 -200 6 300 1083 y, 
0 Í 0 0 bì Y 
0 0 0 | 5 Y, 
-1732 0 -1500 0 0 -Z 
=——- 
X; Xy X; 
35,90 0 -19,24 197,2 Xị 
-200 6 300 1083 y, 
I 0 0 5 W 
0 0 Ù 3 % 
62200 1500 -33150 342000 -z 
s === 
35,90 -19,24 197,2 ï 
-33,334 30 180,5 ` 
1 0 5 W 
0 1 5 Y 
12200 41850 618500 -2 
mĩ m==.E-.: 
-35,90 -19,24 177 X, 
33,334 b1) 347,17 X 
1 0 5 X; 
0 1 5 % 
-12200 41850 557500 -2 
Nà Mãi 
-50 97,17 X; 
0 5 X, 
1 3 Xu 
-41850 348250 -Zz 
Với điều kiện: 
8,66x, +391,64x; +0.x; - 194,34x,+y, =1953,5 
0.x, - 194,34x, +5x, +291,51x,+y, =968,9 
X;ạ+tyy =5 
X¿ ty, = 
XisXso Xi XavYOY2vYavÝ, 2 0 
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Các bảng đơn hình tương ứng trình bày trong bảng (3.4). Bảng đơn hình cuối cùng cho 
phương án tối ưu thứ hai: 


(X;] =(X;, X„y x„, x„]=(11225 5 96,63 5} 


Nếu tiếp tục lặp lại các bước trên, ta sẽ có phương ân tối ưu {x,) = {x,). Vậy phương án 
tối ưu của bài toán gốc phi tuyến (3.38) là: 


X,=A, = 112,25mm?; X,= y, = 5mm; x, = À, = 96,63mm?, X,=y; = 5mm. 
Bảng 3.4 
X ®%; 
8,06 391,64 -194,34 
0 -194,34 291,51 
0 1 
0 0 
-1732 9 
bi X; 
45,2 225.63 
-194.34 968,9 
1 
0 
78400 
E— ———— 
X; 
45,2 
-38,87 
1 
0 
200,95 
— — 
Ÿ: 
-45,2 
38,87 
| 
9 
-200,95 581695 
-Ủ 
Ỳì 
112/25 xị 
96,63 x 
5 X; 
5 X, 
-200,95 339195 -2 
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Thí dụ 3.2: 


Đầu đề giống thí dụ (3.L) nhưng bổ sung thêm điều kiện ứng suất trong mỗi phần tử của 
giàn không được vượt quá 0,16kN/mm¿. 


Giải 
Ngoài các điều kiện ràng buộc (3.35), (3.37) đã nêu trong thí dụ (3. 1), cần bổ sung thêm 
điều kiện ràng buộc về độ bền. Áp dụng hệ thức (3.24) ta có: 


1000 


Nhân bên phải ma trận T với ma trận A (xem thí dụ 3.1) ta được: 


S=`- 
2000 
TASL 6 

2000 
SG 
1000 1000 


-Ê_ ø 0,16 
2000 
TAX-| o -E_ |! <|0,16 
200 ly; 
_E_ __E_ 
1000 1000 016 


Sau khi khai triển bất phương trình trên đây, ta được 3 điều kiện ràng buộc về độ bèn: 
y,S1,545,y,< 1,545;:y,-y,< 0/773. 

Bổ sung các điều kiện trên vào bài toán (3.38), ta có bài toán tối ưu: 

Cực đại hóa hàm 
Z2=-2Z=-1732A, - 1500A, () 

Với điều kiện: 
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43A,uy,+2A,y,-2A„y, =966 (b) 


-2A„y,+3A„y, =483 (c) 
y.ŠS5 y,<5 (d) 
y,<1j545 y,< 1,545 y,-y,<0,773 (e) 


Đặt A, = x,, y,= X;, A, = X;, y„ = X, và chú ý điều kiện cuối cùng (e} có tính chất khống 
chế so với điều kiện (d), ta có bài toán quy hoạch tuyến tính: 


Cực đại hóa hàm 


Z' =-Z=-1732x, - I500x, (4) 
Với đ.ều kiện: 
V3x/X,+2xx,-2xx, — =066 (b) 
-2X,X, + 3X. X,. =483 (c) (3.41) 
x, < 1,545 (đ) 
x,< 1,545 () 
X,-x,< 0/773 ( 
X„ X„ X;,X,> 0 


Để giải bằng phương pháp đơn hình, ta tiến hành tuyến tính hóa bằng chuỗi Taylor các 
hàm (3.41b), (3.41c). 


Xuất phát từ điểm: 
(X¿j) = [Xụ Xa Xa; X¿] = (300 2 250 3). 
Tính tương tự như trong thí dụ (3. L), ta có: 
8œ) = V3.300.2 + 2.2.250 - 2.250.3 - 966 = -426 


g;(x)  =-2.2.250+3.250.3 - 483 = 76T 
Vgi&) =[3,464 10196 -2 -500] 
Vg(x) =[0 -500 5 750] 

Áp dụng công thức (1.68) (chương 1): 


Hàm g,(x) 
x,—300 
Xị=2 
-426+[3.464 1019,6 -2 -500]. =0 
x;—250 
x,-3 
Khai triển phương trình trên, ta được: 
3,464x, + 1019,6x, -2x, - 500x, = 1078,5 (3.42) 
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Hàm g.(x) 
767+[0 -500 5 750]. =0 


Khai triển phương trình trên, ta được: 
-500x, + 5x, + 750x,= 1753 


Sau khi thay các phương trình đã được tuyến tính hóa (3.42), (3.43) vào các phương 
tình phi tuyến (3.4Ib), (3.41c) và đưa vào các biến giả tạO y,, y„, CÁC biến đệm Y¿„ Y„„ y„, ta Có 


bài toán quy hoạch tuyến tính: 
Cực đại hóa hàm 
Z'=-Z=-1732x, - 1500x, 
Với điều kiện: 
3,464x, + 1019,6x, -2x, - 500x, + y, = 1078,4 


0.x, - 500x, + 5x, + 750X,+y, = 1733 
X;+Y; =1,545 
X,+Ự, =1,545 
X,-X,ty, =0/773 
Xị Xe Xị Xe Yp Yạ Yp Y Ÿ, S_, 


Các bảng đơn hình tương ứng trình bày trong bảng (3.5). 


Bắng 3.5 
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Bảng 3.5 tiếp theo 


L [x 3 Sẽ Ki 
236.8 -5.8 511/5 x 
-100 150 346,5 X 

| | 0 1,545 W 
0 1 1.545 Y, 
Ị + 0/773 Y 
260000 125000 1405250 4 

——— — 
Ỳ; Xu 
-236,8 178,8 328,5 X, 
100 50 423,8 X 
-1 1 0.772 Y 
0 I 1545 li 
] + 0,773 X; 
coi 385000 1204250 -2 

E TEEEE=e=ee.=- EDIEEG 
-58 -178.8 190,5 X, 
150 -30 385,2 X 
+ I 0,772 X. 
l Nj 0,773 W 
0 | 1,545 X; 
-125000 -385000 906750 -Z 
Ỳ, bất L_ 
$8 235,2 X, 
-I50 269,2 X 
1 1,545 X 
1 0,773 % 
0 1,545 X; 
-125000 -26000 810250 - 


Bảng đơn hình cuối cùng cho phương án tối ưu thứ nhất: 


(xJ)}=[X; X, Xụ X„} ={235/2 1,545 269/2 1,545] 
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Tiếp tục thay (x,} vào (x,}, (x,} vào {x,} và tiến hành tính toán như đã trình bày trong 
phần trước. Sau khi chỉnh lí kết quả tính toán, ta có bài toán quy hoạch tuyến tính thứ 2: 
Cực đạt hóa hàm 
Z' =-I732x, - 1500x, 
Với điều kiện: 
2,66x, + 945,4x,+0.x.- 538,4x, + y, = 1596 
0.x,- 538,4x, + 1,545x, + 807,6x,+y, =896 
x,+y, =1,545 
x,+y, =1,545 
X,-X,+Yý, = 0,773 
Xụy Xe Xe Xe VY» YuYo ý, 20 


Các bảng đơn hình tương ứng trình bày trong bảng (3.6) 


Bảng 3.6 


896 


I 0 0 1545 W 
0 0 1.545 Y, 
Ị 0 0773 Y, 


616000 1039200 

+ 
X 

T sa 600 
-348 522 580 X 
Ị 0 1,545 Y, 
0 1 1,545 Y, 
Ù + 0,773 Y 
94500 1909200 
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Bảng 3.6 tiếp theo 


_] 


325 


Xị 

348 849 X; 

-Ï 0,772 lãi 

0 1,545 Y, 
0.773 x 


1836200 


206,8 
714.6 
0/772 
0/773 
1,545 
1433700 


363,1 
3111 
1,545 
0,073 
1,545 
1103700 


Bảng đơn hình cuối cùng cho phương án tối ưu thứ 2: 
X,= A,=363,lmn?; x, = y, = 1,545mm; 
x,=A,=3I1,1mm?; x,= y, = 1,545. 
Nếu tiếp tục thay {x;} vào {(x,}, {x,} vào {x,}, ta vẫn có 
{x,} = {x,). Điều này chứng tỏ phương án tối ưu thứ 2 là 
phương án tối ưu của bài toán gốc phi tuyến (3.41). 
Thí dụ 3.3: 
Đầu đề giống như thí dụ (3.1). Chỉ khác là tải trọng V, 
_ hướng xuông dưới (hình 3.4). 
Trong trường hợp này, ta chưa rõ hướng của thành phần 
chuyển vị trên phương thẳng đứng tại nút I và nút 2. Hình 3.4 


Nói cách khác, ta chưa rõ dấu của chuyển vị y, và y,. Ta sẽ xử lí trường hợp này như đã 
trình bày trong §1.3. 
Áp dụng hệ thức (3.30) và chú ý rằng tạ = A„, ta CÓ: 
Ÿ =X;=†;- Â;=%, ¬5 
Y;=X,=ÝY,- A,=yr5 
Áp dụng bất đẳng thức (3.31), ta có: 
0<y,<2A, = 10 
0<y,<2A,= l0 
Trong đó y, và y, là các biến mới không âm. Sau khi thay x., x„ bằng các hệ thức trên đây 
vào các phương trình (3.38b), (3.38c) và chú ý đổi dấu về trái của phương trình (3.38c) (vì tải 
trọng V, hướng xuống dưới), ta đưa bài toán phi tuyên (3.38) về dạng sau đây (xem thí dụ 3. l). 
Cực đại hóa hàm 
Z) =-1732x, - 1500x, 
Với điều kiện: 
-5 J3 x, + V3 X/y, + 2y,X, -2x,y,= 966 
2y;X; + 5x; -3X,y, = 483 (3.44) 
Y„<10 +y¿<10 
Xp;„ X„Y„>0 
Đề nghị độc giả tự giải lấy bài toán trên. 
Thí dụ 3.4: 
Đầu đề giống thí dụ (3.1). Chỉ khác là tải trọng V, hướng xuống dưới (hình 3.4), ứng 


suất nén cho phép bằng 0,144kN/mm?, ứng suất kếo cho phép bằng 0,16kN/mm2. 


Trong trường hợp này, ta chưa rõ dấu của các thành phần chuyển VỊ y,, y, Và dấu của 
ứng suất trong các phần tử của giàn. 


Giống như trong thí dụ (3.3), ta thay y, và y, bằng các hệ thức: 


Y,=X,=Y; -5 
y,=X,=1,-Š 
Trong đó 0<y,<I10 (a) (3.45) 


0<,<10 (b) 


Sau khi áp dụng hệ thức (3.33), lợi dụng các kết quả tính toán trong thí dụ (3.2) và thay 
YuŸ bằng các hệ thức trên, ta có: 


“. 0,16 
2000 
öo -E ||*>~”|,lon6 
200o ||y,—s 
E E 
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2000 
-5 
g -P.|ịP <| 0,14 
2000 l|y,—5 
_E_ __E_ 
1000 1000 0,14 


Từ 2 bất đẳng thức ma trận trên, ta suy ra: 
y,<6,545 — y,>3,608 
,<6,345 .> 3,608 
y,-Y„,<0,/773. y,-y,<0,691 


(a) 
(®) (3.46) 
(c) 


._ So sánh 2 hệ bất đẳng thức (3.45), (3.46) ta thấy hệ bất đẳng thức (3.46) có tính chất 
không chê. Lợi dụng các kêt quả tính toán trong bài toán (3.44), ta có bài toán quy hoạch phi 


tuyến: 
Cực đại hóa hàm 
Z'=-1732x, - 1500x, 
Với điều kiện: 


-5 3x, + V3 X,Y, + 2y,X, - 2X,y, = 966 


2,X: + 5X; - 3X, =483 
+, < 6,545 y„> 3,608 

y,< 6,545 y,>3,608 
Y„-Y,<0,773 Y„-y, 0,691 


XịYø Xạ; ,> 0 
Đề nghị độc giả tự giải lấy bài toán trên. 


§2. BÀI TOÁN TỐI ƯU ÁP DỤNG CHO HỆ KHUNG 


Khung khác với giàn ở một số điểm như đã trình bày trong $6. chương hai. 
Phần sau sẽ giới thiệu dạng ma trận khi tính khung theo phương pháp chuyển vị. 


§2.1. Ma trận độ cứng 


Trong cơ học kết cấu, ta đã làm quen với các hệ thức sau: 


"` 
L 
MS y vn 0 
Ẻ L L, 
“`. `... 
IE L R 
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12E., 6E,I, 6E, 
Q,= E Ai ‹ĐJị 


i ị ¡ 


Trong đó: 

NÑ- lực dọc trong phần tử ï; 

Q- lực cắt trong phần tử i; 

M,- mômen tại đầu 1 của phần tử ¡; 

M,,- mômen tại đầu 2 của phần tử i; 

u~ biến dạng dọc trục của phần tử i; 

V„ chuyển vị thẳng tương đối giữa 2 đầu của phần tử ¡ (vuông góc với trục của phần tử); 
9,- góc xoay tại đầu 1 của phần tử i; 

9,- góc xoay tại đầu 2 của phần tử ¡. 


Ta quy ước dấu của nội lực như sau. Lực dọc kéo là đương, nén là âm. Mô men uốn là 
dương khi quay ngược chiều kim đồng hồ. Lực cắt là dương khi làm cho phần tử quay ngược 
chiều kim đồng hồ. Góc xoay là dương khi quay ngược chiều kim đồng hồ. Trong trường hợp 
ngược lại, các đại lượng nói trên quy ước là âm. 

Các hệ thức trên có thể biểu thị dưới dạng ma trận: 


S,=k„U 3.47) 
N- 
Q 
S$.= : 
'*ÊM, (3.48) 
M,, 
u, 
U.=|” (3.49) 
— |}Đụ 
6; 
a, 0 0 0 
k-|0 5 đ 4, (3.50) 
`0 đ œ £ 
0 đ f e 


a,=E,A/L; b,=12El/1); d=-6E]/1?; e=4E1/L; f=2E1/L (351) 
Ta gọi: 
S.- vectơ nội lực của phần tử 1, 
U,- vectơ chuyển vị của phần tử i; 
k,- ma trận độ cứng của phần tử ¡. 


Giả sử khung có n phần tử. Đối với toàn bộ khung, hệ thức ma trận giữa vectơ nội lực S 
và vectơ chuyển vị U như sau: 
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kh 
§; 
s-| 
LS, 
[k, 
k; 
k= 


U, 
(3.53) ; tá” 
U, 
k 
k 


§2.2. Ma trận biến đổi chuyển vị 


(3.52) 


(3.54 


(3.55) 


Giả sử một phần tử bất kì ¡ của khung có đầu 1 quy tụ vào nút R và đầu 2 quy tụ vào nút 
L 


Š (hình 3.5a). Hệ tọa độ riêng 
của nó là P và Q. Trục P trùng 
với trục của phần tử ¡ và có chiều 
dương hướng từ đầu I đến đầu 
2. Trục Q vuông góc với trục P 
và có chiều dương biểu thị như 
trên hình (3.5c). Toàn bộ khung 
có hệ trục tọa độ chung X, Y như 
trên hình (3.5c). 

Giả sử do một nguyên nhân 
bên ngoài nào đó, các nút R và S 
có các chuyển vị tương ứng là {x„ 
yạ Ôy} và [x, y„ 9, } (hình 3.5b). 
Đầu I của phần tử ¡ di động đến 
điểm 1', đầu 2 di động đến điểm 
2' (hình 3.5b). Các thành phần 
chuyển vị tương ứng với đầu 1 
và đầu 2 là {u, vụ Ø,,} và {u, v„ 
0,.}. Từ các quan hệ hình học, ta 
suy ra các hệ thức sau đây: 


Ú, = X¿COSG, + y,SinG, 


HH; = Xecosd, + ys5no, 


a) 


1á 
Đầu 1 tại nút R N 


b) 


Y 


Hình 3.5 


Đầu 2 tại nút S 


Ỳ 
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Vậy biến dạng đọc trục của phần tử ¡ là: 

ú,=U, ~ U,, = -X,COSG, ~ YpSỈNGŒ,+ X.COSG, + y,Sing, 
Chuyển vị vuông góc với phân tử là: 

Vụ, = Y,COSG, - X,Sino, 

V„ = Y,COSG, - X,Sind, 
Chuyển vị thắng tương đối của phân tử ¡ là: 

V,= V,, ~ Vụ, = X„SỈNG, - ÿ,COSG, -X.SỈNG, + y,COSG, 
Các góc xoay của phân tử ¡ là: 

6, = Ôạ; „ = 9, 
Căn cứ vào các hệ thức trên, ta có hệ thức ma trận: 


YVạ | Tại nút R 


u, —cosơ, -sinog, 0 Cosơ, sSinơ, Ô 9 
vị | | Sinơ, —cosœ, 0 -§inơ, cosơ, 0 › 
06,| | 0 01 0 0 0I.. 
6, 0 00 0 0 1||) 
NI TY Ys | Tại nút R 
U „tản  tnú§ |9 
A, 
Hệ thức ma trận trên có thể viết dưới dạng rút gọn: 
Ú,ZA,. X;... X) (3.56) 
Trong đó: 
Xạ- vectơ chuyển vị tại nút R; 
X- vectơ chuyển vị tại nút S. 
A- ma trận biến đổi chuyển vị của phần tử ¡. Ma trận Á, có dạng: 
-cosơ, -sinơ, 0... cosơ, sinơ, 0 
sing, -—cosơ, 0Ö... -—sino, cosa, 0 
tố co 0 12 0 00 @.5?) 
0 0 Ũ s2 0 0 l 
tại nút R tại nút S 


Nếu khung có n phần tử và m nút, hệ thức ma trận giữa vectơ chuyển vị của các phần tử 
U và vectơ chuyển vị nút X sẽ là: 


UEA.X (3.58) 
Trong đó: 
U=({U, U,...U,... U,) 
X={X,X...X...X.) 
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A- ma trận biến đổi chuyển 
vị của toàn bộ khung. A là ma 
trận kết hợp các ma trận con đạng 
(3.57). 

Thí dự: Lập ma trận biến đổi 
chuyển vị cho kết cấu trên hình (3.6) 

Khung có 2 phân tử và 3 nút. 
Ta xem mỗi phần tử của khung có 
phần đóng góp riêng vào ma trận 
A như sau. 

Phần tử I: 

Phần tử I có đầu I quy tụ vào 
nút R=l (không có chuyển vị) và 
đầu 2 quy tụ vào nút S=2 (các 
thành phần chuyển vị là {x, y, 9,}). 
Áp dụng các hệ thức (3.56), (3.57), ta có: 

Tại nút S = 2 


uy cosœ, 

_ Km 
U,= § ° Vi 

"HH 

9,, 0 


Thay cosơ, = Ì, sỉin œ,= 0Ö, ta có: 


1 0 0||x, 

u-|09 19 
' lo ø ø{|? 
0 0 1||9 


Phần từ 2: 


sinœ, 
C0SƠ, 
0 
0 


— m= CC 


Hình 3.6 


Phần tử 2 có đầu I quy tụ vào nút R =2 (các thành phần chuyển vị là { x, y, 9,}) và đầu 
2 quy tụ vào nút § = 3 (không có chuyển vị). Áp dụng các hệ thức (3.56), (3.57), ta có: 


u; —€0SƠŒ, 
v sinœ 
U,=| ° |= l 
8,; 0 
9;; 0 


tại nút R = 2 


—sind; 
—COSƠŒ, 
0 
0 


© ~= cc 
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Thay cosœ, = 0,6; sino., = -0,8, ta có: 


~0,6 0.8 

_| 0,8 -0,6 

mm 0 
0 0 


k X 

0 2 
1Í Ỳ; 
0 8; 


Vậy hệ thức ma trận giữa vectơ chuyển vị của các phần tử U và vectơ chuyển vị nút X đối 


với toàn bộ khung có dạng: 


[u | Ƒ 1 0 
Vị 9 1 
Đụ, 0 0 
u-|92|-| 9 0 
U¿ -0,6 0,8 
v, | |-0,8 ~0,6 
0; 0 0 
L8» [ 0 0 
Ma trận biến đổi chuyển vị của khung là: 
l 0 
0 1 
0 0 
Ad| 9 0 
-0,6 0,8 
-0,8 —0,6 
0 0 
0 0 


§2.3. Ma trận độ cứng tổng thể 


0 
0 
0 
1|”? 
øll* 
0 „ 
| 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

9 


Áp dụng công thức (3.52) và (3.58), ta có hệ thức ma trận: 


S=k.U=[k.A].X 


3.59) 


Ta lập ma trận [k.A] bằng cách xem nó là ma trận kết hợp các phần đóng góp của các 
phần tử. Nhân bên phải ma trận k, (hệ thức 3.50) với ma trận A, (hệ thức 3.57), ta được phần 


đóng góp của phần tử ¡ vào ma trận [k. A] như sau: 


—a,COSƠ, —a,Sinod, Ö 
[kA] _| b,snơ, -—b,cosœ, d, 
' Í dsine, —đ,coso, e, 
d,sinœ, -d,cosơ, 
~————---c-- 

tại nút R 
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a,cosGơ, a,sinơ, O 

=b,sinœ, b,cosơ, d 

-d,sinơ, d,cosœ, Í 

-d,sinœ, d,cosd, e, 

`————¬-—~- 
tại nút S 


(3.60) 


[k.A] là ma trận kết hợp các ma trận con có dạng (3.60). 
Áp dụng nguyên lí cân bằng giữa công của ngoại lực và thế năng biến dạng đàn hôi, ta có: 
1⁄2P°'.X=1/2S°.U 
Thay U từ hệ thức (3.58) và S từ hệ thức (3.52) vào phương trình trên, ta có: 
P°.X=[k.A.XỊ'..A.X=©P?=X.A'.k'.ASP= [A'.k. A].X 
Đặt: K=A?.k.A 
=> P=KX 


(3.61) 


(3.62) 
Ta gọi K là ma trận cứng tổng thể 


Ta có thể lập ma trận K bằng 2 cách: 
1) Thực hiện các phép nhân ma trận theo trình tự nêu trong công thức (3.61). 


2) Xem K là ma trận kết hợp các phần đóng góp của các phần tử. Sau khi nhân bên phải 
ma trận Ä” với ma trận [kA], ta thấy phần đóng góp của phần tử ¡ vào ma trận K như sau: 


A, CB, -C, .. -A, -B, -C, 
tại nút R4| B, FE -T,... -B, -E -T, 
"`... .. 
TỶ"... (3.63) 
-A, -B, € . A, BC 
tại nút S 4|-B, -E T .. B, E TT 
-ÐằCG -T1 í .. CC T © 
e———> "——› 
tại nút R tại nút S 


Trong đó: 
A, =a, cos? œ, + b, sin” œ, 


Bị = (a, — b,)cOS œ, sin œ, 


C, =-d, sinơ, 

E_ =a, sin œ; + b, cos” œ, (3.64) 

T, = d; cos Œ, 

a,, b,, đ,, e,, f, tính theo công thức (3.51) 

Ma trận (3.63) có thể viết đưới dạng rút gọn: 

Kạy K§; 

x (3.63a) 
K„ K 


Thí dụ: 
Lập phương trình P = K. X cho kết cấu trên hình .6a). 
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Trước hết, ta lập ma trận độ cứng tổng thể K theo cách thứ2 đã được trình bày trong phần trên. 

Phần tử I: 

Phần tử I có đầu 1 quy tụ vào nút R = 1 (không có chuyển vị) và đầu 2 quy tụ vào nút S = 
2 (các thành phần chuyển vị làx,, y„ 9,). Vì nút R = I là gối tựa ngàm nên các ma trận con Kựy 
K ;„ không tồn tại. Chỉ còn lại ma trận con K;; = K,.. Từ hệ thức (3.63) và (3.63a), ta có: 


A, B, C, 
K; =|; F T 
C T, €; 
Phần tử 2: 
Phần tử 2 có đầu 1 quy tụ vào nút R = 2 (các thành phần chuyển vị là x., y„ Ð,) và đầu 2 


quy tụ vào nút S = 3 (chuyển vị bằng không). Vì nút § =3 là gối tựa ngàm nên các ma trận con 
K K „› K¿ không tôn tại. Chỉ còn ma trận con K;„ = K... Từ hệ thức (3.63) và (3.63a), ta có: 


A¿; B; -C; 
K? =| B, F; -T; 
-C; -T, €; 


Ma trận độ cứng tổng thể K là ma trận kết hợp các phần đóng góp của các phần tử 1 và 2. 
Do đó: 
A,+A, B,+B, C,-C, 
K=Kỹ +K?)=| B, +B, H+E T-T 
€C-C, T-T, e¡+€; 
Từ hình (3.6a), ta có vectơ tải trọng P và vectơ chuyển vị nút X như sau: 
P={IP,.P,,P„}={5S 3 0;X=([x, y, 6} 
Áp dụng công thức (3.62), ta có phương trình ma trận: 
5 Ai+A;, B,+B, Cj-C, ||X; 
3|=|B,+B, F+F, T,-T; ||y; 
0 C,-C, T-T, e,+e; ||, 
§2.4. Bài toán tối ưu tính khung theo phương pháp chuyển vị 
Ta sẽ thành lập hàm mục tiêu và các điều kiện ràng buộc như sau: 
L) Hàm mục tiêu. 
Hàm mục tiêu có thể biểu thị bằng các phương trình (2.17) hoặc (2. 19c) (xem chương hai). 
2) Điều kiện ràng buộc về độ bền. 
Khi không xét đến ảnh hướng của lực dọc, ứng suất pháp trong phần tử ¡ phải thỏa mãn 
các điều kiện sau: 
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ý Sơ, (3.65) 
Trong đồ: 
M,, M,- mômen tại đầu 1 và mômen tại đầu 2 của phần tử i; 
W,- mômen chống uốn của phần tử i; 
ơ; - ứng suất cho phép của phần tử ¡. 
Căn cứ vào các hệ thức (3.47), (3.48), (3.49), (3.50), hệ bất đẳng thức (3.65) có thể viết: 


Tại đầu I: (d,.v, +e,.Ô, +f.0,)/W, <ơ' 


, : Q.66) 
Tại đâu 2: (d,. vị + f. Ô, +e,.0,„)/W, <ơj 
Khi xét đến ảnh hưởng của lực dọc, các điều kiện trên đây có thể viết: 
N._ Mỹ, _ - N,.M 
—+—`<ơg,; —L+—2<g` ì 
A.W A, + W <ơ, (3.67) 
hoặc 
Tại đầu 1: u,. E/L, + (đ,. vị +e,.Đ, +f.0,)/W, <ơ; tổ 
Tại đầu 2: u,. E/L, + (d,. v, +£.6, +e,8,)/W, <ơ) l 
Trong đó: 
d,, £, e, tính theo công thức (3.5 1). 
3) Điều kiện ràng buộc về độ cứng: 
Để đảm bảo yêu cầu về độ cứng, bất đẳng thức sau đây phải được thỏa mãn: 
X<A (3.69) 


Trong đó: 
X- vectơ chuyển vị nút; 
A- vectơ chuyên vị cho phép. 
4) Điều kiện ràng buộc về cân bằng: 
Áp dụng công thức (3.62), ta có điều kiện ràng buộc về cân bằng: 
P=K.X 


Tóm lại, bài toán tối ưu tính khung theo phương pháp chuyển vị có dạng tổng quất sau 
đây: 
Cực tiểu hóa hàm 


G 
C= 3)C¿y,L, A, hoặc hàm: 


gai 


G 
C=0,5595”C,y,L.12 
“£=l 
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Với điều kiện: 
u,.E/L, + (d,.v, +e,.9, +£.9,)/W, < ơ; 
u,.E/L, + (d,. vị +f,.0, +e,.Ô,)/W, < ơi 
I=1,2,...S 
X<D 
P=EX 
§2.5. Xử lí trường hợp biến âm 
Khi tính khung, có khả năng xuất hiện các trường hợp sau: 
1) Chưa rõ dấu của chuyển vị. 
2) Chưa rõ dấu của ứng suất. 
Trong trường hợp chuyển vị thẳng, có thể xử lí như đã trình bày trong § 1.3. 
Đối với chuyển vị xoay 6, ta đưa vào biến mới không âm 2. sao cho: 
Ô8z^ÀA-e (3.70) 
Trong đó: 
e- biểu thị giá trị góc xoay cho phép. Để đảm bảo yêu cầu về độ cứng, cần thỏa mãn 
điều kiện: 
|ô|<e hay -e <9 <e 


Thay 6 bằng hệ thức (3.70), ta có: 


0<^A<2e (3.7) 
Nếu dấu của 6 khẳng định là âm, phải thỏa mãn điều kiện; 

-e <8<0 
Thay 6 bằng hệ thức (3.70), ta có: 

0<ÀA<e (3.72) 


Có thể chọn e = 0,08 radian. Giá trị góc xoay cho phép này bảo đảm cho khung làm việc 


an toàn trong giai đoạn đàn hồi. 


Khi chưa rõ đấu ứng suất pháp, ta xử lí như sau: 


Ta biết rằng dấu của ứng suất pháp phụ thuộc vào dấu của lực dọc và đấu của mômcn. 


Hơn nữa, ứng suất pháp ở 2 thớ biên của tiết diện do mômen gây ra lại ngược dâu nhau. 


Vì vậy, đối với tiết điện có 2 trục đối xứng, ta tổ hợp ứng suất pháp do lực dọc gây ra và 


ứng suất pháp do mômen gây ra theo 4 điều kiện độc lập như sau: 
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N/A+M/W <ơi 
N/A-M/W<ơ; 
_N/A+M/W <ơ; 
-N/A-M/W<ơ;, 


" 


@.73) 


Trong đó: 
ơi - ứng suất kéo cho phép. 
ơ) - ứng suất nén cho phép. 
§2.6. Thí dụ tính toán 
Thí dụ 3.5: 
Cho một khung với tải trọng, đặc trưng hình học biểu 
thị như trên hình 3.7. Ứng suất pháp cho phép bằng 0,15kN/ 
mm? (bỏ qua ảnh hưởng của lực dọc). Chuyển vị thẳng cho 


phép trên phtr>ng nằm ngang tại nút 2 bằng 4mm. Các cột thuộc nhóm diện tích A,, xà thuộc 
nhóm diện tích A,. L = 1000mm; E = 207kN/mm?, 


Giải 


Hình 3.7 


Trước hết, ta nhận thấy khung có tính chất đối xứng, tải trọng có tính chất phản đối xứng 
nên các thành phần chuyển vị tại các nút 2 và 3 bằng nhau: 


X; = X; Y;„ = Y¿¡ Ô, = Ô 


3 
Để thành lập các điều kiện ràng, buộc về độ bền và cân bằng, trước hết ta hãy thành lập 
ma trận [k. AJ và ma trận độ cứng tổng thể K. 
1) Thành lập ma trận [k. A]. 
Lần lượt áp dụng công thức (3.60) cho các phần tử như sau: 
Phần tử 1 (hình 3.7): : 
Phân tử 1 có đầu 1 quy tụ vào nút R = 2 (các thành phần chuyển vị là X.„ Ô,) và đầu 2 quy tụ 
vào nút S =l (gối tựa ngàm). Do đó, phần đóng góp của phần tử 1 vào ma trận [k.Á] như sau: 
-a,CosG, 0 
b,sinœ,  d 
[kA] =| d,sinœ, e 
địsno,  f 
Œ%;) — (9;) 
tại nút 2 
Phân tử 2: Phần tử 2 có đầu 1 quy tụ vào nút R = 2 (các thành phần chuyển vị là X„, 8.) và 
đầu 2 quy tụ vào nút S = 3 (các thành phần chuyển vị là X; = x,, Ô, = 9,). Do đó: 


—a;COSƠ, Ô.. a,cosơ, 0 
bysinœ, d, .. -b;sinơ, d, 
[k-A]=| dạsnœ, se, .. -d,sinm, É 
d;sinơ, f... -d;sinơ, e, 
Œ&,)  (@,) ... Œ,)  (,) 
tại nút 2 tại nút 3 
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Ma trận trên có thể viết: 


(—á; €OsŒ› +a;cosoœ;) ... 0+0 9 0 
(b, sinœ, —b,sinda,) .. d;+d, 9 2d; 
[k.A], =| (d;sinœ;—d;sina, ... e;+f, >> [kA],=| 0 e;+f, 
(d;sinœ; -d;sinœ;) ... f+e; 0 f+e; 
(x;) «  (8;} (œ;)}  (9;) 
Phần tử 3: 


Phân tích tương tự như trên, ta có: 


8â COSƠ; 9 

[kA] + ~b; Sinœ; đ; 
- sô J—d,sind; f 
~d; sinœ, ® 


Căn cứ vào công thức (3.59) và các kết quả vừa tính trên, ta có hệ thức ma trận: 


M,, đ, sin Œ, €, 
Mỹ, đ,sinoơ; f 
Mỹ 0 ©, + |ÍX; 
M„|| 0 sœ+fE Ñ 
Mạ —d; sinœ+ f 
Mạ —d;sina;  e©; 


Thay sinœ, = -l, sinœ, = I, ta được: 
M.,=-d,x, + e,9, 
M.,=-d,x, + f9, 
M,,= M„„=(e, + Ê,). 9, 
M,, = (, Bì f) 9, 
M, =- -đ,X; + f,, 9, 
M, = -d,x, + e,Ð, 
Từ công thức (3.5 L) ta có: 
d,=d, = -6EL/ L; f, = f, = 2EI/ L; e, = e;, = 4EL/ L¿ e; = 4EL/ L; É = 2EL/ L 
do đó Mụ, =M,„M,, = Mụ,, 
Mặt khác, do tính chất biến dạng của khung (hình 3.7) ta thấy x, > 0, Ø, < 0. Đồng thời 
e,>f, >0 do đó M., >M¡,. 
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2) Thành lập ma trận độ cứng tổng thể K. 

Trước hết, ta thành lập ma trận biến đổi chuyển vị A và lần lượt áp dụng công thức (3.57) 
cho các phân tử như sau: 

Phần tử I: 

Phần tử 1 có đầu I quy tụ vào nút R =2 (thành phần chuyển vị là X„ Ô, ) và đầu 2 quy tụ 
vào nút S = I (gối tựa ngàm). Do đó, phần đóng góp của phần tử I vào ma trận À như sau: 


—cosơ, 0 90 (u,} 
smo, 0 1l 0 (vị) 
Á,= = 
0 1 0 1 (8,,) 
0 0 0 0| (9,) 
(Œ;) (8,) 


Phân tử 2: 


Phần tử 2 có đầu 1 quy tụ vào nút R = 2 (các thành phần chuyển vị là X„ Ô,) và đầu 2 quy 
tụ vào nút S = 3 (thành phần chuyển vị là x,=x„, 9, =9,). 


Do đó: 
~cosơ, 0 cosơ, 0 
= sina, 0... -sinơ, 0 
0 |: 0 0 
0 Ô 0 I 
@œ&;) (,) (œ;) (9;) 
"¬——>—— e=—>—— 
tại nút 2 tại nút 3 
hay 
(—cosœ, +cosơ,) 0+0 0 0|(u,) 
A= (sinœ, —sind,) 0+0[ |0 0I1@,) 
kòn 0+0 1+0| |0 11(,) 
0+0 0+1 0 1(9,„) 
(x;) (9;) 
Phân tử 3: 


Phân tích tương tự như trên, ta có: 


cosơ, 0 0 0|(;) 

_| Sina, 0| |-l 0|) 
1" 0 0| |0 0|) 
0 1Ì |0 1z) 
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Trong các ma trận trên, ta thay cosG, = cosd, = Ú, sinœ, = -sind, = -1; cosoœ, = Ì, sinœ, = 0. 


Kết hợp các ma trận trên và bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng đọc u,„ ta có ma trận biến đổi 
chuyển vị: 


` 

01 

00 
(ÌÍh Ụ "EEnthiiny si tin] 
TÍ- lúc Bs@ 1314630: 1 
01 

`. 

00 

l0 1 


Áp dụng các hệ thức ma trận (3.50), (3.55) và bỏ qua ảnh hưởng của lực dọc, ta có ma 
trận độ cứng: 


bị d, d, 
đ, ®; 1 
d f e by d; d, 
d, 2 2 
k= d Í e©; 
b; đ; d; 
dị e, f 
dc f e@ 


Sau khi thực hiện các phép nhân ma trận, ta được: 
2b _-2 
K~A'kA| : đ | 
~2d, 2(e+e;+f,) 
3) Điều kiện ràng buộc về độ bền. 


Như đã phân tích trong phần trên, giá trị mômen trong phần tử 1 hoàn toàn giống giá trị 
mônIen trong phần tử 3. Vậy ta chỉ xét điều kiện bền cho phần tử 1 và 2. 
Phần tử I: 


Căn cứ vào các kết quả trong mục 1 (thành lập ma trận [k. A]), ta có điều kiện ràng buộc 
về độ bền: 


M,/W,=Cdx, +f.6,)/W, < ơj 
6EI,.xự/ 12.W, +2E.I,.6/L,. W, < ø} @.74) 
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Phần tử 2: 
Vì 9, < 0 nên ta có: 
-M,JW,=-M./W,=-(e,+f,)0/W,< ơ; 
-6EL,. 9/L„. W,< ơ} (3.75) 
Trong đó: 
G,;ơ; là ứng suất cho phép của các phần tử 1 và 2. 
4) Điều kiện ràng buộc về độ cứng: 
Theo yêu cầu của bài toán, ta có điều kiện ràng buộc về độ cứng: 
X, 4mm (3.76) 
5) Điều kiện ràng buộc về cân bằng. 
Áp dụng công thức (3.62) và các kết quả trong mục 2 (thành lập ma trận độ cứng tổng thể 
K), ta có điều kiện ràng buộc về cân bằng: 


T1 [2b ~2d, X; 
0| |-2d, 24e+e;+f,)|l0, 
2b,.x, - 2d, 6, = Í 


-2d,.x, + 2(, + ©e,+£)9,=0 


Thay b,, d,, e,, e,, ƒ, từ hệ thức (3.51) vào các phương trình trên, ta được: 


2E(3B.va Si 
L L 


3.71 
315: + (2T, +31,)6, =0 Nổi, 


6) Hàm mục tiêu 


Áp dụng công thức (2.15) (chương hai), ta có hàm mục tiêu: 
2 
Z=Ð.L,A, =2000A, + 1000A, (3.78) 
=l 


Cần cứ vào hệ thức (3.74), (3.75), (3.76) và các phương trình (3.77), (3.78) ta có bài toán 
quy hoạch phi tuyến: 
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Cực tiểu hóa hàm: 

V =2000 A, + 1000 A, (a) 
với điều kiện: 

6EL,x/12. W, + 2EI,. 8/L. W, <0,15 (b) 


-6EI,.8/L. W,< 0,15 () (3.79) 
x,<4 (d) 
(12EI/L2(2x/L+6,)= 1 () 
3Ix/L+ O1, +31). 9,=0 (Ð 


Để giải bài toán trên đây bằng phương pháp đồ thị, ta thực hiện các bước sau: 

- Giải x., 9. từ các phương trình (3.79e), (3.790. x.„, 9, bây giờ là những hàm của I, và L, 
- Thay x„, 9, bằng các biểu thức vừa tìm được vào các điều kiện (3.79b), (3.79c), (3.79d). 
- Áp dụng hệ thức (2.18a) để biểu thị I, W thông qua biến A. 

Sau khi chỉnh lí kết quả tính toán, ta có bài toán quy hoạch phi tuyến: 

Cực tiểu hóa hàm: 


Z.= 2000 A, + 1000 A, (a) 
Với điều kiện: 
345A? +1035A2 
——'——:<0,15 b 
A}+6A}?.A? ®) 
1033.105 A2 (3.80) 
— >—z-§š 0/15 (c) 
A?+6A? 
I,258.10” (2A? +3A7).10” 
TTEESGTErrrẻ®ezrrarrams=me= (d) 
Ai+6A?.A? 
A,>0 A,>0 


Kết quả giải theo phương pháp đồ thị ghi trên hình (3.8). Đường mang kí hiệu X; biểu thị 
điều kiện ràng buộc tới hạn (3.80đ). Đường mang kí hiệu Ø„ biểu thị điều kiện ràng buộc tới 
hạn (3.80b). Đường mức Z tiếp xúc với đường X, tại điểm T. Vậy thể tích cực tiểu của 
khung bằng 446300mm)!. 

Thí dụ 3.6 

Cho một khung với tải trọng và đặc trưng hình học biểu thị trên hình (3.9), L= 1000mm. 
Chuyển vị cho phép trên phương thẳng đứng tại điểm C bằng 4,8m. Chuyển vị cho phép trên 
phương nằm ngang tại điểm B và D bằng 2,78mm. Ứng suất cho phép trong các phần tử bằng 
0,15kN/mni' (bỏ qua ảnh hướng của lực dọc). 
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2= 446300m" 


150 175 200 (mm?) 
Hình 3.8 Hình 3.9 
Giải 
Vì khung có tính chất đối xứng nên sơ đồ tính toán biểu thị như trên hình (3.9b). Mặt khác, 
đo tính chất cầu tạo của khung, ta có các thành phần chuyển vị và quan hệ hình học như sau: 
Taảnuã1: x., 9. 
Tại nút 2: y, 
X,=y, tơ, (3.81) 

Ta lần lượt thành lập hàm mục tiêu và các điều kiện ràng buộc như sau; 
1) Hàm mục tiêu 


Áp dụng công thức (2.19a), ta có hàm thể tích: 
2 
V=0,5595_L,12” =0,559(1/2 +1?) 
s=l 


Vậy hàm mục tiêu có dạng: 

Z=1?+ U? (3.82) 
2) Ma trận biến đổi chuyển vị A. 
Lần lượt áp dụng các hệ thức (3.56), (3.57) cho các phần tử của khung. 
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Phần tử I: 


Phần tử 1 có đầu 1 quy tụ vào nút R = 3 (gối tựa ngàm) và đầu 2 quy tụ vào nút S = 1 (các 
thành phần chuyển vị là x,, ð,). Vì bỏ qua ảnh hưởng của lực dọc nên phần đóng góp của phần 
tử ] vào ma trận A có dạng như sau: 

Vụ =sinœ, 0 1l 0 
9 


Xi Xị 
= 0 0Ị. =|0 0O. 
8, 9, 
8, 0 1 0 1 


11 


Thay x, bằng hệ thức (3.8): 


Phần tử 2: 


Phần tử 2 có đầu 1 quy tụ vào nút R = 1 (các thành phần chuyển vị là x,,8,) và đầu 2 quy 
tụ vào nút S = 2 (thành phần chuyển vị là y,). 


Phần đóng góp của phần tử 2 vào ma trận A có đạng như sau: 


V; sinơ, 0 cosơ, ||X;, 
0; |=| 0 Í 0 49, 
9; 00 0 Y› 


Thay x, bằng hệ thức (3.81) và rút gọn kết quả tính toán: 
V¿ S€C Œ„ 0 
6, |=| 0 1 bị 
6, 0 0`" 
A 


Kết hợp các hệ thức ma trận trên, ta được ma trận biến đổi chuyển VỊ: 


0 -tgoœ; 
00 
sẻ 1 0 
0 secơ; 
1 0 
00 
(6) Ớ;) 
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Vậy: 
đùi 6.5012 705, 410 
_|-tgø, 0 0 seœ, 0 0 


Áp dụng hệ thức (3.50), ta có ma trận độ cứng: 


bị, đ, d, 

de Í 

d f e€ 

k= 
bạ d; d, 
d e; ƒ 
d Í e; 
Nhân bên phải ma trận k với ma trận A: 

ủ, —b,tgœ; (@Q) 
fF -d,tgœ; |(M,,) 
kA= €, -đ,tgœ; |(M;j) 
đ; b; secœ, ‡(Q;,) 
©; đ; secœ; J(M,;) 
f; đ; secdœ; |(M,,) 


Áp dụng công thức (3.59) ta được vectơ nội lực: 


M, f ~ditgœ; | |9, 

Mỹ, "N& ~ditgd; 

MỊ, G đ; secœ; || Y; (3.83) 
M¿„ ñ đ; sec Œ„ 


3) Ma trận độ cứng tổng thể K 
Thực hiện phép nhân ma trận, ta được: 

K=A'kA = ©i+e@; -d/80, +d, KKC 

-d,tgœ; + d,secœ,  b,tgˆœ; +b; sec” œ, 
Áp dụng công thức (3.62): 
P= 0 } e¡+; -d,tgœ, +d; secœ; | | 9, 
-I] |-ditgœ;+d;secœ; btg Sơ; +b,sec?ơ, |Ìy; 

4) Điều kiện ràng buộc về độ bền; 
Sau khi giải 9,, y, từ phương trình trên, thay 6,, y, bằng các biểu thức vừa tìm được vào 
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phương trình (3.83) và áp dụng các hệ thức (2. 18b), (3.65), ta được các điều kiện ràng buộc về 


độ bên: 


Tại mặt cắt C (hình 3.9): 


288619” (51, +21, ) 


<0,15 


: 3.84 
1? +321,1, +41) GIÊN 
'Tại mặt cắt B: 
28861"” (L +41;) 
Vì 2015 
I+321,L +4 i85) 
Tại mặt cắt A: 
288611 (I, +41.) _a ¡s 
1+3211+4 `” @.86) 


5) Điều kiện ràng buộc về độ cứng 


Theo yêu cầu bài toán, các điều kiện sau đây phải được thỏa mãn: 
x, <2,78mm, y, <4,8mm. 


Nhưng vì x, = y,tgơ, = y3 nên y, < 2.7843 = 4.8mm. Vậy chỉ cần thỏa mãn điều 
kiện ràng buộc về độ cứng tại điểm C là đủ. Bằng cách biến đổi tương tự như trên, ta có điều 


kiện ràng buộc về độ cứng tại điểm C: 


° (+3211,+48) 


Tóm lại, ta có bài toán tối ưu: 
cực tiểu hóa hàm mục tiêu (3.82) thỏa 
mãn các điều kiện ràng buộc (3.84) 
- (387). Bài toán quy hoạch phi tuyến 
này gồm 2 biến 1 vài, Kết quả giải 
theo phương pháp đồ thị ghi trên hình 
(3.10). Đường biên mang kí hiệu y, 
biểu thị điều kiện ràng buộc tới hạn 
(3.87). Đường biên mang kí hiệu 
ơ,biểu thị điều kiện ràng buộc tới hạn 
(3.84). Từ hình (3.10), ta đọc được 
phương ấn tỐi ưu: 2= 4575mm? 
ứng với I, = 0,06.10®mm' và I, = 
0.045,105mm". 

Để đơn giản hóa tính toán, đôi 
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_ 483200(1,+I,} ° 


3.87) 


1.10" (mm*) 


0,10 


Z„= 457,5 


0,01 0,03 0,05 0,07 (mm' 
Hình 3.10 


khi người ta thay hàm mục tiêu phi tuyến bằng hàm mục tiêu tuyến tính, chẳng hạn thay hàm 
(3.82) bằng hàm 

24=l+L (3.88) 

Trên hình (3.10) đường thẳng mang kí hiệu Z, ứng với hàm mục tiêu (3. 88). Với cách 

thay này. phương ñ ấn tối ưu không có gì thay đổi taerf hình 3.10). Tuy nhiên, cần lưu ý ý một 

điều là nếu phương án tối ưu không xuất hiện tại một nút trên đường biên (điểm giao nhau 


giữa 2 đường biên ứng với 2 điều kiện ràng buộc tới hạn) thì việc tuyến tính hóa hàm mục tiêu 
sẽ dẫn đến những sai số đáng kể. 
š3. PHƯƠNG PHÁP TUYẾN TÍNH HÓA TỪNG MẪU ÁP DỤNG CHO BÀI TOÁN TỐI ƯU 
GIẢI THEO PHƯƠNG PHÁP CHUYỂN VỊ 
Như trong phần trước đã trình bày, trong bài toán tối ưu giải theo phương pháp chuyển 
vị, biến xuất hiện đưới dạng tích của các đặc trưng hình học và các thành phần chuyển vị 
chẳng hạn như 1. X, l.y,, 1,9, hoặc CÁ Xi, c.Ay,, c.Ac9, . Trong đó: Ae L là diện tích và 
mômen quán tính thuộc nhóm g; X,, y¡, Ö,; là các thành phần chuyển vị tại nút j; c là hằng số. 
Để có điều kiện thực hiện phương piếp tuyến tính hóa từng mẫu, trước hết ta hãy tách 


rời các biến theo những nguyên tắc đã được trình bày trong §5.3 chương một. 
§3.1. Tách rời biến 


Giả sử toàn bộ các biến biểu thị bằng điện tích A Trước hết, ta tuyến tính hóa các điều 
kiện ràng buộc. 


Đặt Ọ„= Am 
Trong đó: 


: 3.89) 


u,- thành phần chuyển vị nào đó tại nút j. Lấy lôgarit 2 về của hệ thức trên: 
logœ„ =2logA, + logu, 
Trong phương trình lôgarit trên, các đại lượng A,„,u,, 0; không thể triệt tiêu đo đó phải 
đưa vào một số biến mới như sau. 
Đối với biến A, đưa vào biến mới không âm y, SAO cho: 
A,=y,+ min A, 
min Á_ là cận dưới của A„. Ta có A, = max A, khi y, = max y,. 
Vậy: 
max y, = max A, - min Á, (3.90) 
Kết hợp các hệ thức trên, ta có: 
A,=y, + min A, S60 
0< y,< max A, - min A, : 


Khi y =0 thì logA, = log mỉnA, 
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Đối với biến u, đưa vào biến mới không âm y„ sao cho (xem §1.3 và §2.5): 
Uị =1, Â, 
2A.>y,>0 
Trong đó: 
A„ thành phần cho phép chuyển vị tại nút j. 
Đặt: 
A, = F, ¬ D, => (3.92) 
u,=Y, + D, - F, 
A+EF,-D,>+>0 (3.93) 
Có thể chọn giá trị D, một cách tùy ý và căn cứ vào hệ thức (3.92) để xác định BIÁ trị F. 
Thay A„u, từ các hệ thức (3.91), (3.93) vào hệ thức (3.89): 
3 + 2 
A,,= by, +min A,) TU +Ð, ~F)= 
. 2 : 2 (3.94) 
= (y, + minA,} {Y,+D,)~B,(y, + min A,) 


Tích ở số hạng thứ nhất trong về phải cần được tách rời. Ta đưa vào biến mới @,; sao cho: 
ỹ : 2 

@ +B„ =(y, + min A,} (yj +D,) (3.95) 

Từ (3.94) và (3.95) suy ra: 
F : 2 

A2, =(@ +B„)~ F,(y, + min A, } (.94a) 

Trong đó: 
B,- hằng số dương. Lấy lôgarit 2 về của đẳng thức (3.95): 
log(0„ +B„)=2log(y, +min A, )+ log(y; +Ð, ) (3.96) 


Cận trên và cận dưới của (®; +B„} xác định như sau: Căn cứ vào hệ thức (3.90) và 
(3.95), (9; +B„ )đạt tới giá trị cực đại khi Ớ, +min A) — max Ớ, +min A2) =max A và 
Y¡~> max Y,= A, + E,- D, (xem hệ thức (3.93)). Vậy 

max (0 +B„)= (max Ai} .(A.+E) (3.97) 

Mặt khác, (®„ +B„} đạt đến giá trị cực tiểu khi y,= 0 và y, = 0. Vậy: 

min(@„ +B„,)= (min A, }.D, (3.98) 
Cần chú ý rằng B,, là một hằng số đương và ọ„ là một biến không âm nên đồng thời 
min(g„ +B„ )= B„ = (min A, } .D, (.99) 
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§3.2. Phương pháp tuyến tính hóa từng mẫu 


Như trên đã trình bày, các biến mới của bài toán tối ưu này là Yạ Y„› LÃI 


fŒ,)=(y, +min A, } (3.100) 
f (0) = (0u +B„) (3.101) 
Í;(y,) = log(y, + min A, ) (3.102) 
f,(@„) = log(@„ + B,„) (3.103) 


Trong phạm vi biến thiên của y„„ ta chia trục Y, làm t đoạn giới hạn bởi (t + 1) điểm. Áp 
dụng hệ thức (1.85) (xem hình §5.22 chương một), ta có: 


fØ@,)=2;B„.R0Œ„) (3.104) 
t=0 


Trong đó: f0) là giá trị của hàm ft) tại điểm chia t (t=0, 1, 2...). Tương tự như trên, 
ta có: 


⁄Ớ,)= 3B u.Yu (3.105) 
t=0 


Yu= log(y, +min A¿) (3.106) 
Y „là giá trị của hàm log@, +min A/) tại điểm chia t. 


Trong phạm vi biến thiên của (0 +B„ ) „ ta chia trục (9 +B,) làm s đoạn giới hạn bởi 
(s + L) điểm. Tương tự như trên, ta có: 


Ê (@„)=>,B„„-f,(„,) (3.107) 
n=0 


f,(@;„,)- giá trị của hàm (@„ +B, } tại điểm chia n (n =0, 1, 2... s) 


Ÿ(0u)= 3)B„m-Wu (3.108) 
"=0 
W¿, = log(@2„ + Bụ„ ) . (3.109) 


W,,„ là giá trị của hàm log(G„ +B,) tại điểm chia n (n = 0, 1,2...) 


Cần chú ý rằng khi g biến thiên từ BHÒm này sang nhóm khác, từ phương trình lôgarit 
(3.96), ta suy ra hệ thức: 
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log(ø„ + B„ )~ 2log(y, + min A, ) = log(g, + Bị,)—2log(y, + min A,) = 
= log(g,; +B„)—2log(W; + min A,)= 


h : 3.110 
= log(G, + BQ,)~2log(ys +minA„)= ( ) 


= logŒ, + D,) 


Trên đây, ta giả thiết có G nhóm cấu kiện nên G = l1, 2,„... G. Căn cứ vào các hệ thức 
(3.102), (3.103), (3.105), (3.108), (3.110), ta suy ra các điều kiện ràng buộc lôgarit: 


2,Bi,Wu,—223 BuÝi >.. +23-0,Y „=0 @.111) 

n=09 t=0 

g=2.3..,G 
Vì hàm mục tiêu (2.17) (xem chương 2) chứa biến A, nên cần tuyến tính hóa hàm 
f(y,) = y, + min A, (3.12) 
1 

—= 0,)= BÊ) (3.113) 

t0 


Trong đó: f,(y,) là giá trị của hầm (y, + min A,) tại điểm chia t. 
Vậy sau khi được tuyến tính hóa, hàm mục tiêu (2.17) có dạng: 


2= >> cm, 8, SƠ) (3.114) 


=tL i=L 1= 


Thí dụ 3.7. 

Đầu đề giống như thí dụ (3.5). Dùng phương pháp tuyến tính hóa từng mẫu để giải bài 
toán tôi ưu. 

Giả sử cận dưới và cận trên của A, là: 

min A, = 120mm, max A, = 160mmÈ 

Giải 

Thay E = 207kN/mm?, L = 1000mm vào phương trình (3.77) và áp dụng hệ thức (2.18), 
ta có điều kiện ràng buộc về cân bằng: 

a) 0,002A7.x+2A7.0 = 125,8 } 


3.115 
b) 0,003A?.x+2A?.8+3A?.8=0 MANG: 


Trong các hệ thức sau, ta sẽ dùng chỉ số x để biểu thị các đại lượng có liên quan đến 
thành phần chuyển vị thắng đứng và dùng chỉ số 0 để biểu thị các đại lượng có liên quan đến 
thành phần chuyển vị xoay. 


Ta xác định cận trên và cận dưới của (ø, + B,) và (% +Bạ) như sau: 
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Tụ 


Theo yêu cầu của bài toán, thành phần chuyển vị cho phép x bằng A = 4mm. Thay D, 
2 vào hệ thức (3.92) ta được F, = 6. Áp dụng hệ thức (3.97) ta được: 


max, +B, )= 153600 
Áp dụng hệ thức (3.98) 
min(ø, + B, )= 28800 
Các cận trên và cận dưới của (% +B,) xác định như sau. Khi A, = A, = min A 
120mm”, hệ phương trình (3.1 15) cho Ô = -0,0038 radian. Khi A,=AÀ,= max A= = 160mm?, 


hệ phương trình (3. I 15) cho 9 = -0,0021 radian. Thay D,=0, 0012 vào hệ thức (3. .92), ta được 
F„= 0,005. Áp dụng hệ thức (3.97): 


max (% +BạÌ= 43,52 
Áp dụng hệ thức (3.98): 
min (g; + B,} = 17,28 


Căn cứ vào các cận trên, ta thành lập bảng (3.7) để ghỉ giá trị của các hàm f, ¡/Øð). EÓy), 
bo, )› f :(0}° f (y) ứng với các điểm chia t và s. 


Bảng (3.7) được thành lập theo nguyên tắc sau. Căn cứ vào bất đẳng thức (3.91) biến Y 
biến thiên trong khoảng từ 0 đến max A, - min A, = 160 - 120= 40mm!. Ta chia khoảng biến 
thiên đó làm 7 đoạn bằng nhau giới hạn bởi 8 điểm chia (hàng thứ 1 bảng 3.7). Căn cứ vào các 


kết quả tính toán trong phần trên, biến (ơ, +B,) biến thiên trong khoảng từ 28800 đến 


153600; biến (g, + Bạ } biến thiên trong khoảng từ 17,28 đến 43,52. 


Bảng 3.7 
y 0 20 40 
(y+ 120)° 14400 19600 22500 | 24025 | 25600 
log(y + 120) 2/0792 2,1464 2/1761 |2,1903 ¡2/2041 
Ọ +B, 28800 82280 117940 | 135770 |153600 


log(ø,+B,)|_ 4.4594 
q%+B, 17,28 
log(ø+B¿)| 1/2375 


4.9153 
28,53 
1,4553 


5,0715 
36,03 
1,5567 


5,1389 
39,78 
1/5997 


3,1864 
4352 
1,638? 


Căn cứ vào các số liệu trong bảng (3.7), ta tiến hành tuyến tính hóa các hàm 
A7, A79, A?0 trong phương trình (3.115). Chẳng hạn áp dụng (3.04a), ta có: 
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A70= 17/28B,„ + 21,03B,,, + 24.78B,,, + 28,53B,„, + 32.28B,., + 36,03,„„ + 39,788, + 
+43,528,a; - 0,005 (144008, + 16900B,, + 18225B,, + 196008,, +21025B,,+ 225000.,. 
+ 24025B,„ + 25600B,.). 
Trong biến B,„„ chỉ số ¡ biểu thị phần tử thuộc nhóm ¡, chỉ số j biểu thị điểm chia thứ j, 
chỉ số ØỞứng với góc xoay. Bằng cách tương tự như trên, điều kiện ràng buộc (3.1 15a) được 
tuyến tính hóa như sau: 


0,002. (28800B, „ + 464208, ., + 644500, „, + 822800, + 1001108, , + 117940B, „ + 
1357008, „+ 1536008, „) + 17,28B,„¿ + 21,03B,¿, + 24.78B,„„ + 28,53B,„; + 32/28B,„, + 
36,03B,;„ + 39,78B,„„ + 43,52B,„, - 0,017.(14400B,, + 169008,, + 18225B,; + 19600B,, + 
210258, + 22500B,,. + 240250,„ + 25600B,,„) = 125,8. 

Điều kiện ràng buộc (3. 15b) có dạng: 


0,003(28800B, + 464208, , + 644508, „ + 822808, , + 1001100, „ + 117940B, „ + 
1357008, „ + 1536008, ,) - 0,028 (144008,, + 169008, + 182258, + 196008, + 21025, 
+ 225000, + 24025B,„ + 25600B,,„) + 2.(17,28B,„ + 21,03B,„, + 24,780,„, + 28,53,„„ + 
32,288,„, + 36,038,„„ + 39,780,„ + 43,520,„„) + 3. (17/28B„ + 210310, + 24,780,„, + 
28,530... + 32,280... + 36,03... + 39,780, + 43,52...) - 0,015. (144000.,„ + 169008, + 
18225B.„ + 19600, + 21025B,„ + 225008, + 240250. + 256000.) = 0 

Áp dụng hệ thức (1.87) (xem §5.2 chương một). 


B. + Bịu + Đua + Đụ + B.„ Rự B.„ + Bụ, + B.„ = 1 

Bụa kẽ Bạ, + Bịn; + Bụ» + Bị, + Bị; + Buy+ Bụ; = I 

Bạy, + Bạạ + B;ạ; + Bay + By, + Ba; + Ba + B„ =1 

Bị + B,, + B; + Bị + 8, + B,¿ + B, + By =1 

B„› + B„, + B„; + B„ + B„, * B„ + B„ + B„ = 1 

Căn cứ vào điều kiện ràng buộc lôgarit (3.111) ta có các phương trình: 

4.4598... + 4,6676B, „+ 4.8092, „ +4,0153,..+ 5,0005B,, „+ 5,0715B,, „+ 5,1389B,, „+ 
5,1864B,„- 2.(2,0792B,„ + 2,1139B,, + 2,13038,, + 2,14618,„ + 2,1614B,, + 2,176, + 
2,1903B.„ + 2/20418,„) + 2.(2,0792.„ + 2,1139B,, + 2,1303B,. + 2,1461,, + 2,1614B,„ + 
2,1768,„ + 2,1903B,, + 2,2041,„) =0 
1,2375B „+ 1,32288,„, + 1,39418,„„ + 1,45538,„, + 1,50908,,, + 1,5567B,,„ + 1599707, 
+ 1,6387B,„„ - 2.(2,07920.„ + 2,11398,, + 2,1303B,„ + 2,14618,, + 2,16148,, + 2,1768,„ + 
2,19036.„ + 2,20410,„)- (1.2375. + 132288... + 1/3941... + 1/4553... + 150908... + 
1,55678,„ + 1,59978,„„ + 1,63878...) + 2.(2/0792B,„ + 2,1139B,, + 2,13038,„ + 2,146 1B,„ 
+2,1614B,, + 2,176B,„ + 2,19038,„ + 2,20418..) = 0 


1xo 


lxo 


Căn cứ vào phương trình (3.78) (xem thí dụ 3.5) và các hệ thức (3.1 12), (3.114), hàm 
mục tiêu được tuyến tính hóa như sau: 


2 = 2000. (1200,„ + 130B,, + 135B,„ + 140B, + 145B,„ + 150B,„ + 155B, + 1600,„) + 
1000. (120B.„ + 130B,, + 135B,„ + 140B,„ + 1458, + 1508, + 155B,„ + 1608... 
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Bài toán quy hoạch tuyến tính này gồm 40 biến. Chỉ có thể giải nó bằng phương pháp 


đơn hình trên máy tính điện tử. Bảng 3.8 

4. BÀI TOÁN QUY HOẠCH NGUYÊN : P 

bà hưng 9 ` bào Sô liệu mặt cắt A 1 W_ 
Trong các bài toán tôi ưu trình bày ở trong chữ I (cm?) | (cm® | em) 

phần trước, sào đặc trưng hình học của tiết điện N14 174 572 T817 

(diện tích, mômen quán tính...) đã được xem như 

những đại lượng có giá trị liên tục. Trong thực tế, | N° 14 202 | 873 1109 

để tiện cho việc thiết kế, chế tạo và thi công, tiết N°18 23⁄4 | 1290 | 143 


diện kết cấu thường được định hình hóa. Do đó, 
người kĩ sư t_>ng căn cứ vào kết quả tính toán và số tay thiết kế để chọn tiết diện hợp lí. Điều 
này cho ta thấy các đặc trưng hình học của tiết diện là những đại lượng có tính chất rời rạc, 
không liên tục. Chẳng hạn, đối với tiết diện hình chữ I, ta đọc được từ sổ tay thiết kế các số 
liệu sau đây (bảng 3.8) 

Vì vậy, khi giải bài toán tối ưu, ta lấy tròn số các kết quả tính toán và từ sổ tay thiết kế 
chọn các giá trị đặc trưng hình học xấp xỉ với kết quả tính toán. Để thiết kế được an toàn, các 
giá trị đặc trưng hình học được chọn thường lớn hơn so với kết quả tối ưu. Do đó, bài toán trở 
thành không hoàn toàn tối ưu theo ý muốn của người thiết kế. 

Để khắc phục tình trạng trên, ta có thể chọn ra từ số tay thiết kế một số tiết diện định hình 
và lập bài toán quy hoạch nguyên như sau. 

Ta đã biết rằng trong bài toán tối ưu giải theo phương pháp chuyển vị, các đặc trưng hình 
học xuất hiện trong hàm mục tiêu và các điều kiện ràng buộc là: diện tích A, mômen quán tính 
1, khoảng cách từ thớ trung hòa đến thớ biên y. Các đại lượng này xuất hiện đồng thời với các 
thành phần chuyển vị trong các tử thức dưới dạng lu, u,, y,... Trong đó TL ; y, thuộc các phần tử 
của nhóm g, u là một thành phần chuyển vị nào đó tại nút j. Giả sử ta chọi ra t tiết diện định 
hình ứng với các giá trị đặc trưng hình học: A, Áp» Á, Aw ¬ -15 MÁT y game Vụ: GỌI 
A» L, Y là các giá trị đặc trưng hình học trà ta sẽ thối theo phương pháp tối ưu cho các 
phần tử của nhóm ø. Ta viết: 


A,= Auỗ, +A sổ, +...+ Á vỗ, (3.116) 
1 = lỗ + ;Ö,; +... + ổu (3.117) 
h5 ii +Á sổ, +...+Yuôu (3.118) 


g= 1,2, ... G (giả sử kết cấu có G nhóm). Các biến ð, ,„ ,......Š,. phải thỏa mãn điều kiện: 
Šu + Š; +..+ BU =] (3.119) 
ô„= 0 hoặc ] s=l!1,2,.G 


Trong điều kiện ràng buộc (3.119), chỉ cho phép một biến và chỉ một mà thôi bằng đơn 
vị nghĩa là nếu ỗ,= 1 thì mọi ð„ = 0 với ¡ # k. Lúc này ta có phương án tối ưu: 
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8 gk 
l, =1¿ đ.120) 
Y; CYgv 


Để lập bài toán quy hoạch nguyên, ta thực hiện các bước sau: 
và Thay các đặc trưng hình học A» 1, y, trong hàm mục tiêu và các điều kiện ràng buộc 

băng các biểu thức ở về phải của các đăng thức (3.116), (3.117), (3.118). 

- Bổ sung điều kiện ràng buộc (4. I 19). 

- Tiến hành tuyến tính hóa các điều kiện ràng buộc. 

Các biến ð,; trong bài toán quy hoạch nguyên vừa được thành lập là những số nguyên. 
Có thể giải bài toán này bằng phương pháp đơn hình. 

Thí dụ 3.8. 

Đầu đề giống thí dụ (3.5). 

Để lập bài toán quy hoạch nguyên, trước hết từ sổ tay thiết kế, ta chọn ra 4 tiết diện định 
hình chữ L, ứng với các giá trị đặc trưng hình học ghi trong bảng (3.9). 


Bảng 3.9 


Số hiệu tiết diện hình chữ L 


Căn cứ vào các số liệu trong bảng (3.9) ta có: 
A,=lI13mm?; A,= 143mm? A.= 162mm? A.,= 186mm? 
gI g2 a s4 
l.= 4000mm', TL, = 8100mm; TL, = 11600mm!; I.= 17700mmi 
y„= 14mm; Yạ= 17,7mm; Yuy= 20mm; Yu= 23,1 
Căn cứ vào các số liệu trên, ta thay các đặc trưng hình học A, I, y bằng các biểu thức 
tương ứng ở về phải của (3.116), (3.117), (3.118). 
1) Hầm mục tiêu (3.79a) (xem thí dụ 3.5): øg = 1,2,t =4 —> 
Z=2000 (113ð,, + 143ồ,, + 1628,, + 186õ,,)+ 1000(113ỗ,, + 143ð,, + 162ô,, + 186Š,,,) 
2) Các điều kiện ràng buộc về độ bền (3.79b), (3.79c): 
Thay W,=I/y, W,=l/y,> 


Ti +6, (148, +17,78,„ +208,; +23,l8,,)< 0,15 
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-6E8; =(14ð,, +17,7ð„; + 208,; + 23, lỗ, )<0.15 
3) Điều kiện ràng buộc về độ cứng (3.794): 
X,<4mm 
4) Các điều kiện tàng buộc về cân bằng (3.79e), (3.79P): 


Í =0, | (40008, +81008,; +116008,; + 177008, ) = l 


3x; 


+20,.(40008,, + 81008,, + 1 16008,; + 17700,„) + 


H 
L) 


+39, (40008,, +81008„ + 116008, + 177006, ,) = 0 
Ngoài ra, cần bổ sung thêm điều kiện ràng buộc (3. I 19): 
ð_ + ồ,; + ỗy + ỗ, =- I 
ỗ, +ỗ,, +ổ, tô, = l 
Đối với bài toán quy hoạch nguyên trên, ta có mấy nhận xết như sau: 


1) Với giả thiết các đặc trưng hình học là những biến liên tục, bài toán tối ưu chỉ có 4 ẩn 


(xem thí dụ 3.5). Trong bài toán quy hoạch nguyên, ta có 10 ẩn trong đó 8 ẩn là những số 
nguyên, 2 ẩn còn lại x, và 6, có thể là những số không nguyên. Đây là bài toán quy hoạch hỗn 
hợp. Số ẩn tăng lên rõ rệt đặc biệt khi số nhóm càng nhiều. 


2ÿTrong bài toán quy hoạch nguyên, các đặc trưng hình học không phụ thuộc lẫn nhau 


như trong các bài toán tối ru đã được trình bày trong phần trước. 


3) Để giải bài toán quy hoạch nguyên bằng phương pháp đơn hình, cần tiến hành tách 


rời biến và tuyến tính tính hóa các điều kiện ràng buộc (xem §3). 


Vì những lí do trên, khối lượng tính toán tăng lên đáng kể. 
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Chương bốn 
BÀI TOÁN TÔI ƯU TÍNH KẾT CÂU 
TRONG GIAI ĐOẠN CHẢY DẺO 


§1. KHÁI NIỆM 


Trong các chương hai và ba, ta đã thành lập các bài toán tính kết cấu trong giai đoạn 
đàn hồi. 


Chương này sẽ giới thiệu một số bài toán tối ưu tính kết cấu trong giai đoạn chảy dẻo. 
Ta đã biết rằng, khi vật liệu chây dẻo, các khớp dẻo hình thành tại một số tiết diện trong 
kết cấu. Khớp dẻo giếng với khớp thực ở chỗ có thể XOaY được nhưng lại khác với khớp thực 


là mômen xuất hiện tại khớp dẻo và có giá trị không đổi. Ta gọi mômen này là ;mômen dẻo 
M,. Mômen dẻo có thể viết: 


M,=øơ,.W, (4.1) 
Trong đó: 
G,„- giới hạn chảy của vật liệu; 
W- mômen chống uốn dẻo của tiết diện. 
Trong lí thuyết đẻo, W, là đặc trưng hình học duy nhất của tiết diện. Biết được W, ta có 


thể xác định được mômen ĐỀ0, Ngược lại, biết được M, ta có thể xác định được W, tức là kích 
thước của tiết diện. 


Sự xuất hiện của các khớp dẻo với số lượng thích hợp tại những vị trí thích hợp trong kết 
cầu có thể làm cho kết cấu trở thành biến hình và dẫn đến sự phá hoại của nó. Sơ đồ phá hoại 
cục bộ hoặc toàn bộ của kết cấu sau khi các khớp dẻo hình thành gọi là cơ cấu phá hoại. Ta sẽ 
nghiên cứu vân đề này trong phần sau. 

Có 2 loại bài tối tối ưu tính kết cấu trong giai đoạn chảy dẻo. 

1) Bài toán tối ưu xác định hệ số tải trọng (kích thước hình học của kết cấu đã biết tức là 
giá trị mômen dẻo M, đã biết). 

2) Bài toán tối ưu xác định trọng lượng nhỏ nhất của kết cấu (M „ là đại lượng cần phải tìm). 

Khi tính kết cấu trong giai đoạn chẩy dẻo, người ta dựa trên 2 giả thuyết cơ bản sau đây: 

1. Giả thuyết cứng dẻo. 
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2. Giả thuyết đàn hồi - dẻo. 38) œ b) 
Sơ đồ lí tưởng hóa theo giả thuyết 

cứng - dẻo biểu thị trên hình (4.1a). Theo SN 

giả thuyết này, người ta bỏ qua các biến 

dạng đàn hồi và chỉ nghiên cứu sự phát 

triển của biến dạng dẻo. 9 Ề 0 


Gãi—<= 


R : Biến Hạng: dư 
Sơ đồ lí tưởng hóa theo giả thuyết 
đàn hồi - đẻo biểu thị trên hình (4.1b). 
Theo giả thuyết này, người ta xét đồng thời biến dạng đàn hồi và biến dạng đẻo. 

Giả thuiết đàn hồi - dẻo phù hợp với điều kiện làm việc thực tế so với giả thuyết cứng- 
dẻo. Nhưng phương pháp tính toán đựa trên giả thuyết cứng- đẻo lại đơn giản hơn nhiều so 
với phương pháp dựa trên giả thuyết đàn hồi- đẻo. 


Hình 4.1 


Vì lẽ đó, đại bộ phận các bài toán tối ưu sau này sẽ được xây dựng trên giả thuyết 
cứng- dẻo. 
§.2. BÀI TOÁN TỐI ƯU DỰA TRÊN GIẢ THUYẾT CỨNG- DẺO 
Như trong phần trên đã trình bày, khi vật liệu chảy đẻo, dưới tác dụng của tải trọng tăng 
dần, các khớp dẻo sẽ lần lượt hình thành tại một số tiết diện trong kết cấu. Đối với kết cấu siêu 


tĩnh với bậc siêu tĩnh bằng n, sự hình thành của (n+1) khớp dẻo cũng đủ tạo thành một cơ cấu 
phá hoại toàn bộ. Khi phá hoại cục bộ, số khớp dẻo có thể ít hơn. 

Để giải bài toán tối ưu xác định hệ số tải trọng cũng như xác định trọng lượng bé nhất của 
kết cấu trên cơ sở của giả thuyết cứng- dẻo, cần phải tiến hành các bước sau đây: 


1. Dự kiến mọi tiết điện trên kết cấu tại đó có khả năng hình thành các khớp dẻo. Ta gọi 
tiết diện đó là tiết diện tới hạn. 


2. Dự kiến mọi cơ cấu phá hoại có thể xây ra. 

3. Lập bài toán quy hoạch tuyến tính. 

§2.1. Một số giả thiết cơ bản. 

Bài toán tối ưu dựa trên giả thuyết cứng dẻo xuất phát từ các giả thiết cơ bản sau đây: 
1. Bỏ qua các biến dạng đàn hồi. 


2. Các tải trọng tác dụng lên kết cấu cùng tăng theo một tỉ lệ như nhau. Ta biểu thị tỉ lệ 
này qua hệ số tải trọng Â. 


3. Đặc trưng hình học duy nhất W „ (mômen chống uốn dẻo) được xem là một đại lượng 
có tính chất liên tục. 


4. Trọng lượng trên một đơn vị dài của phần tử và mômen dẻo M „ Hên hệ bởi hệ thức 
sau đây: 


q=aM) (4.2) 
Trong đó: a= 2,86; b=0,6 
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Hệ thức (4.2) làm cho bài toán trở nên phí tuyến. Do đó, để đơn giản hóa tính toán, người 
ta thay hệ thức trên bằng hệ thức tuyến tính: 
q=c+d.M, (4.3) 


Trong đó: c, d là những hằng số. Sự thay thế này mang lại sai số không đáng kể. 

§2.2. Tiết diện tới hạn và cơ cấu phá hoại 

Trước khi lập bài toán tối ưu, cần dự kiến mọi tiết diện tới hạn và mọi cơ cấu phá hoại. 
Các tiết diện tới hạn có thể xuất hiện tại những vị trí sau đây: 

1. Khi kết cấu chịu tác dụng của các lực tập trung (lực hoặc mômen) các khớp dẻo có khả 
năng xuất hiện tại các vị trí: gỗi tựa, nút, điểm đặt lực tập trung, điểm tiết điện thay đổi. 

2. Khi khung chịu tác dụng đồng thời của tải trọng phân bố, khớp dẻo có khả năng xuất 
hiện tại mặt cất M_„ hoặc mặt cắt M,_.. 

Chẳng bạn, đối với khung trên hình (4.2a), các khớp đẻo có khả năng xuất hiện tại các 
tiết diện 1, 2, 3, 4,5, 6, 7. 

Cơ cấu phá hoại của khung bao gồm các dạng sau đây: 

- Cơ cầu phá hoại dầm. 

- Cơ cầu phá hoại đảo. 

- Cơ cấu phá hoại nút. 

- Cơ cấu phá hoại hỗn hợp. 

Trong cơ cấu phá hoại dầm, hoặc 3 khớp dẻo hình thành trong phạm vi dầm (hình 4.2b) 
hoặc một khớp dẻo hình thành giữa dầm và hai khớp dẻo khác hình thành ở các đầu cột (hình 
4.2đ). Trong cơ cấu phá hoại đầm, chỉ có đầm là bị phá hoại, cột không bị phá hoại nên cơ cấu 
phâ hoại này có tính chât cục bộ. 

Trong cơ cầu phá hoại đảo, hoặc một số khớp dẻo hình thành ở các đầu cột (hình 4.2e) 
hoặc một số khớp dẻo hình thành ở các chân cột, một số khớp đẻo hình thành ở các đầu dầm 
(hình 4.2. Cơ câu phá hoại đảo có khả năng làm cho khung bị đảo dưới tác dụng của tải 
trọng ngang. 

Trong cơ cấu phá hoại nút, các khớp dẻo hình thành tại các đầu thanh quy tụ tại các nút 
(hình 4.2c). Cơ cấu phá hoại nút có khả năng làm cho nút bị phá hoại cục bộ. 

Trong cơ cấu phá hoại dầm và cơ cấu phá hoại đảo, khớp đẻo hình thành ở đầu đầm hay 
đầu cột là tùy thuộc vào tỉ số giữa mômen dẻo trong dầm và mômen dẻo trong cột. Nếu M, 
(dầm) > M, (cột), khớp dẻo sẽ hình thành tại đầu cột (hình 4.2d, 4. 2e). Ngược lại, nếu M, 
(đầm) < M, (cột, khớp dẻo sẽ hình thành tại đầu dầm (hình 4.2b, 4. 29. 


Cơ cấu phá hoại dầm, cơ cấu phá hoại đảo, cơ cấu phá hoại nút là 3 loại cơ cấu phá hoại 
độc lập tuyến tính. Tổ hợp của các cơ cấu phá hoại này tạo thành cơ cấu phá hoại hỗn hợp. 
Chẳng hạn trong các cơ cầu phá hoại (4.2b) và (4.2), ta nhận thấy các góc xoay ở lân cận nút 
B ngược chiều nhau nhưng có giá trị tuyệt đối bằng nhau, các góc xoay ở lân cận nút D cùng 
chiều và có giá trị tuyệt đối bằng nhau. 
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Vì vậy, sự tổ hợp của hai cơ cấu phá hoại này tạo thành cơ cấu phá hoại hỗn hợp (hình 
4.2g). Phân tích một cách tương tự, sự tổ hợp của 2 cơ cấu phá hoại (hình 4.2d) và (hình (4.2e) 
tạo thành cơ cấu phá hoại hỗn hợp (4.2h). 

Cần chú ý rằng khi M, (dầm) = M, (cột), khớp đẻo sẽ hình thành ngay tại nút. Do đó, cơ 
câu phá hoại (4.2b) trùng với cơ câu phá hoại (4.2đ), cơ cầu phá hoại (4.2e) trùng với cơ cấu 
phá hoại (4.2), cơ cấu phá hoại (4.2g) trùng với cơ cấu phá hoại (4.2h). 

Như trên đã trình bày, theo giả thuyết cứng dẻo, ta bỏ qua các biến dạng đàn hồi do đó 
khi mội cơ câu phá hoại hình thành, khung được xem như cấu tạo bởi các đoạn thẳng. Điều 
này cho phép thiết lập đễ đàng quan hệ giữa các góc xoay. 

§2.3. Bài toán tối ưu xác định hệ số tải trọng 

Gọi {P, P,.. P„} là vectơ tải trọng và ^. là hệ số tải trọng. Tập hợp các tải trọng cùng tăng 
theo một tỉ lệ như nhau được biểu thị bởi vectơ 2. (P, P„...P  }. 

Mục đích của bài toán tối ưu là tìm giá trị bé nhất của À. sao cho ứng với giá trị À đó, một 
cơ cấu phá hoại hình thành. 
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Có hai cách giải bài toán tối ưu: 

1. Cách giải thứ nhất: 

Trong cách giải này, ta tiến hành các bước sau: 

~ Dự kiến mọi cơ cấu phá hoại của khung (xem §2.2), 

- Lập phương trình công khả dĩ cho mỗi cơ cấu phá hoại. 

- Vì đã cho trước đặc trưng hình học của các phần tử (tức là đã cho trước giá trị các 


mômen đẻo), từ các phương trình công khả dĩ ứng với các cơ cấu phá hoại khắc nhau, ta có thể 
xác định được các giá trị À khác nhau. 


- So sánh các giá trị À. và chọn ra giá trị bé nhất. 

Cách giải trên có thể áp dụng cho những khung đơn giản. Đối với những khung phức tạp, 
nên dùng cách giải thứ hai. 

2. Cách giải thứ hai. 

- Từ hệ siêu tĩnh đã cho, chọn hệ cơ bản theo phương pháp lực và thay thế các liên kết 


thừa bằng các lực chưa biết R,, R 


2e TẾ, 


- Dự kiến mọi tiết điện tới hạn (xem §2.2). 


- Lập vectơ nội lực tại các tiết điện tới hạn. Giả sử khung có bậc siêu tĩnh bằng n và p tiết 
diện tới hạn. Vectơ nội lực tại các tiết điện tới hạn có thể biểu thị bằng hệ thức ma trận: 


S=B.Q (4.4) 
Trong đó: 
S=[M,M,...M,.. M,} (4.5) 
M, là mômen tại tiết điện tới hạn thứ ¡ 
bạ bị; Ln+i 
Đại bạ; 2n+l 
Bi” tt 
bị, Bụ bài LÊN (4.6) 
bạ, bu; LẮn 


Ma trận B là ma trận ảnh hưởng nội lực. 
Q={^R,R,R) (4.7) 
Trong đó: ^ là hệ số tải trọng; R,, R„.... R, là các lực liên kết thừa. 
- Thành lập các điều kiện ràng buộc về chảy dẻo. 
* Có thể chứng minh được rằng cách giải thứ nhất và cách giải thứ hai thuộc hai loại bài toán đối ngẫu nhau. 
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Giá trị mômen tại mỗi tiết diện tới hạn bất kì ¡ không được vượt quá giá trị mômen dẻo 
tương ứng M?. Vì mômen có thể mang dấu dương hoặc âm nên điều kiện ràng buộc về chảy 
dẻo biểu thị như sau: 


-MP<M,< MP (4.8) 
Bất đẳng thức trên đây có thể viết thành 2 bất đẳng thức riêng biệt: 
-M} <M, 
M,<M? (4.8a) 


Căn cứ vào hệ thức ma trận (4.4) và hệ bất đẳng thức (4.8a), ta có điều kiện ràng buộc về 
chảy đẻo 


B*.Q<M* (4.9) 
Trong đó: 
=bị —b„; ..i 
bị, bụ; Địụa; 
B*-= bị =bj„; —Bi ái 
bị, bị LẮN 
„nụ XS ñ h0) 
—Đại —b„; ... 
bạ, Đụ; Đài J 


Ma trận B* gồm 2p hàng vì ứng với mỗi tiết diện tới hạn thứ i (¡ = 1, 2,... p), ta có hai điều 
kiện ràng buộc (4.8a). 


M* là vectơ mômen đẻo: 
M*={M? Mi M) M;.. M? M} ..M? Mỹ} (4.11) 
Vectơ mômen M* gồm 2p hàng vì lí do như trên. 
- Thành lập hàm mục tiêu. 
Vì mục đích của bài toán tối ưu là tìm giá trí bé nhất" của hệ số tải trọng 2. nên hàm mục 
tiêu có dạng: 
Z=^+0.R,+0.R,+...+0.R, (4.12) 
Nói tóm lại, bài toán tối ưu xác định hệ số tải trọng À có dạng như sau: 
Cực tiểu hóa hàm: 
Z=ÀX+0.R.+0.R,+..+0.R,. 
Với điều kiện: 
B*.Q<M* (4.13) 
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X~>0; R,,R.....R_- biến tự do. 

Bài toán (4.13) là bài toán quy hoạch tuyến tính. Nhưng vì R,,R„,... R, là các biến tự do 
(có thê âm hoặc dương) nên không thể giải trực tiếp bài toán đó bằng phương pháp đơn hình. 
Định lí đôi ngầu trình bày trong §3.6 (chương một) sẽ giúp ta giải bài toán đó. 

Thí dụ 4: 

Cho một khung với tải trọng và kích thước biểu thị như trên hình (4.3). Diện tích tiết diện 
của các phần tử như nhau. Xác định hệ số tải trọng ^.. 


bỳ Bà 


a) | SA l 
À B le bì 3Ñ, Ạ 
LŠ BE .—tR: 
|Ía 
2L 
A b 1 5 
L L 


Hình 4.3 

Giải 

Theo đầu đề của bài toán, vectơ tải trọng là ^ {P, P,} =À.{1 6}. Ta sẽ dùng cách giải thứ 
hai để giải bài toán tối ưu. 

Hệ đã cho có bậc siêu tĩnh n = 3 nên hệ cơ bản biểu thị như trên hình (4.3b). Các lực liên 
kết thừa là R,, R, R.. 

Mục đích của bài toán là tìm giá trị bé nhất của hệ số tải trọng À. sao cho ứng với giá trị 
đó, một cơ cấu phá hoại hình thành. Để giải bài toán này, ta sẽ lần lượt thành lập bài toán gốc 
và bài toán đối ngẫu (xem §3.6 chương một). 

\. Bài toán gốc. 

Trên hình (4.3b) các tiết diện 1, 2, 3, 4, 5 có khả năng là những tiết diện tới hạn. 


Căn cứ vào các phương trình cân bằng thành lập cho hệ cơ bản trên hình (4.3b), ta suy ra 
hệ thức ma trận: 


M,] [-8L 2L 1 T][A 

M,| |-éL 0 1 IỊÌR, 

Mj|=| 0 0 0 II, 

M.| |0 0 -L IÌÌR, tản) 
M,]| |0 2L -L1 
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Căn cứ vào hệ thức (4.9) và hệ thức ma trận (4. 14), ta có điều kiện tàng buộc về chảy đẻo: 


8L ~2L —I ~l M, 
-§L 2L I 1 M, 
6L 0 -I si M, 
-6L 0 1 1IỊA M, 
0 0 0 -1||R |_|M, 

0 0 0 1JJR, | ỊM, (4.15) 
0 0 L -I||R,] |M, 
0 0 ~L 1 Mỹ, 
0 ~2L L -1 M, 
0 2L ~L 1| M, 
"¬——ễ B_— Ầ -ˆ—-.ˆ —.—- 
B*. Q ` M* 


Trong đó: M, là mômen dẻo ứng với dầm cũng như cột. Có 5 tiết diện tới hạn, ứng với 


mỗi tiết diện tới Nún, có 2 điều kiện ràng buộc dạng (4.8a) nên có tất cả 10 điều kiện ràng buộc 
về chảy dẻo. 


Thực ra, trong 2 điều kiện ràng buộc ứng với mỗi tiết điện tới hạn, chỉ có một điều kiện 
là có hiệu lực. Nói một cách khác, điều kiện ràng buộc thứ nhất có hiệu lực khi momen M, 
mang dấu âm; điều kiện ràng buộc thứ hai có hiệu lực khi mômen M, mang dấu đương. 
Căn cứ vào phương trình (4.12), ta có hàm mục tiêu: 
Z=lA+0.R,+0.R,+0.R, (4.16) 
Kết hợp phương trình (4.16) với bất đẳng thức ma trận (4.15) và thay L= l,À=x¡,R,=x¿, 
R,=x,, R. = x„ M, =b, ta có bài toán tối ưu: 
Cực tiểu hóa: Z= lx,+0.x,+0.x, +0.x, 
Với điều kiện 
8x, - 2X, - lX,- ÍX, <b 
8x +2x,+lx+lx, <b 
6x, +ŨÖx, - lX, - lu <b 
-ỐX,-ÚX, + lX, + X, <b 
Ôx, +Ũx, + Ôx, - lx, <b (4.17) 
Ó0x,+0x,+0x +lIx,  <b 


Ôx,+Úx, + lx, - lx, < 
Ôx,+Ũx, - lx, + lx, <b 
ÔX,-2x,+ 1X, - ÍX, <Š 
Ox,+ 2x. - lxX, + lX, <b 
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Ta chú ý rằng trong bài toán trên có 3 biến tự do x„„ x., x, nghĩa là các biến này có thể âm 
hoặc dương. Do đó, không thể giải trực tiếp bài toán này bằng phương pháp đơn hình. Việc 
thành lập bài toán đôi ngẫu sẽ tạo ra những điều kiện thuận lợi để giải bài toán đó. 

2. Bài toán đối ngẫu. 

Căn cứ vào nội dung trình bày trong §3.6 chương một và bài toán gốc (4.17), ta thành lập 
bài toán đôi ngầu như sau. 

Vì bài toán gốc có 10 bất phương trình mang dấu bất đẳng thức < nên bài toán đối ngẫu 
bao gồm 10 biến không âm. Ta kí hiệu các biến này là YoYs<-Ÿg Số biến trong bài toán gốc 
là 4 nên số đẳng thức trong bài toán đối ngẫu cũng là 4. 

Vậy bài toán đối ngẫu có đạng: 

Cực đại hóa hàm 

Z* = by, + by, + by, + by, + by, + by, + by, + by,+by,+ by, (4) 
Với điều kiện: 
8y, =Ñy; +Ốy; —Ốy, +Ủy, +Ôy, +Ôy; +Ũy, +Ôy,+ÔÖy,, =l 
~2y, +2y; +Ôy; +Ôy, +Ôy, +Ủy, + Ôy; +Öy; —2y, + 2y¡ạ = Ö 
-ly¡ +ly;— ly; ly, +0y,+Ôy, +ly;T—ly; +lyạ—lyy =0 
ly, +1y; ~ ly; +ly,~ ly; + ly, ly; £lyạ ~ly,#+lyp — =0 
Yụ Y‡x - Yp >0 

Bài toán trên có thể giải trực tiếp bằng phương pháp đơn hình. Đưa vào về trái của các 
điều kiện ràng buộc (4.18) 4 biên giả tạo u,, u., u,, u„, ta có bài toán tối ưu: 

Cực đại hóa hàm 


Z* =by, + by, + by; + by, + by, + by, + by, + by; + by, + by, (4) 


(4.18) 
() 


với điêu kiện 


8y, -By; + 6y; —6y, +Ôy, +Ôy, +0y; +Ôy; +Ôy,+Ôyjg+u, =l 
~2y,+2y; +Ũy; +Ũy, +Öy, +Ôy, +0y; +Ôy¿ —2y¿ +2Y¡s¿+u; =l 
-ly, +ly; —ly; +ly,+0y, +0y, + ly; —ly; +ly,—ly+uy =0 
-ly;¡ +ly; — ly; + ly, 1y; +lys — ly; + lys — ly; + ly¡s+ tạ =0 


(4.19) 
(@) 


Yịp Ÿ>  Ÿịo >0 
Công việc đầu tiên trong quá trình thành lập các bảng đơn hình là khử các biến giả tạo u _ 
u,, 0,, u, (xem §3.2 chương một). Đề làm công việc này một cách nhanh chóng, ta lập một 
hàm phụ FE và tiên hành cực tiêu hóa hàm đó. Hàm F có dạng: 
F=u,+u,+u,+u, 
Từ hệ phương trình (4.19b), ta suy ra: 
E= I-4y, + 4y, - 4y, + 4y, + ly, - ly, + Ôy; + 2V, - 2V¡p (4.20) 
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Hệ phương trình (4.18b) được thỏa mãn với điều kiện các biến giả tạo u,,u,, u,, u, đồng 
thời triệt tiêu, nghĩa là hàm phụ F phải triệt tiêu. 


Vì vậy, trong quá trình thành lập các bảng đơn hình, phải tiến hành 2 nhiệm vụ song 
SONB: 

a. Cực tiểu hóa hàm E' = -F (hàm 4.20) 

b. Cực đại hóa hàm Z* = -Z (hàm 4. 19a). 

Nhiệm vụ thứ nhất xem như hoàn thành khi các số 0 đồng thời xuất hiện trong hàng của 
bảng đơn hình ứng với hàm F'. Lúc này, ta có F = 0. 

Ta tiến hành thành lập các bằng đơn hình như sau (bằng 4.1): 


Bảng 4.1 
y, Y, | Y 
8 48: |' ⁄6 
2 2| 0 
+1 MÍ: 
3] tÍ| sỉ 
4 -4 
b h 
nh. 
y, Y. | 
43 | -4/3 | L6 
ŸÌ I 
13 | -U3 
1⁄3 | -1⁄3 
-/3 | 1⁄3 
b/3 | -7b/3 
hố | 
L yị y, 
| 43 | -43 
s1 Ï 
13 | -1⁄3 
13 | -1⁄3 
-23 | 2/3 
2b/3 | -8b/3 
c.Ï— 
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Ta nhận thấy trong bảng đơn hình cuối cùng, toàn bộ các số 0 đồng thời xuất hiện trên 
hàng ứng với -F” có nghĩa là hàm phụ F = 0, toàn bộ các biến giả tạo u,, U,, Uy, Ú, đồng thời 
triệt tiêu. Đồng thời, trên hàng cuối cùng ứng với hàm -Z*, toàn bộ các số âm đồng thời xuất 
hiện (trừ số hạng tự do), chứng tỏ hàm Z* đạt giá trị cực đại: 


À ¿2 lG ạ 
max Z* = -2b/3 


Căn cứ vào định lí đối ngẫu, ta suy ra giá trị cực tiểu của hàm 
mục tiêu trong bài toán gốc là: zL 
min 2 = min x, = min À = -(-2b/3) = 2b/3 


Thay x, =2, b= M,, ta có giá trị cực tiểu của hệ số tâi trọng : 
min A.= 2M// 3 t—`~—+ 
Phương ấn tối ưu của bài toán đối ngẫu là: Hình 4.4 
y.= 0, y,= 0, y= 1/6, V,= 0, y,= 0, y= 1⁄3, V„= 1/6, y,= 0, Vy= 0, Yụy= 0 (4.21) 
Có thể chứng minh được rằng các biến YnsYs--. Yø, Y.ạ trong bài toán đối ngẫu là những đại 
lượng biểu thị góc xoay của các khớp dẻo hình thành trong cơ cầu phá hoại của khung trên 
hình (4.3a). Cặp (y,, y,) ứng với tiết điện tới hạn thứ nhất, cặp (y,„ y,) ứng với tiết diện tới hạn 
thứ 2, cặp (y„. y„) ứng với tiết diện tới hạn thứ 3, cặp (y„, y,) ứng với tiết điện tới hạn thứ4, cặp 
(y„ Y,„) ứng với tiết điện tới hạn thứ 5. Trong mỗi cặp góc xoay (V„.,.y.„„;),n=0, 1,2, 3, 4, 
chỉ có một góc xoay là có ý nghĩa vì mỗi khớp đẻo trong cơ cấu phá hoại chỉ có một góc xoay 
mà thôi (góc xoay này có thể âm hoặc đương). 
Căn cứ vào phương án tối ưu (4.21) của bài toán đối ngẫu, ta suy ra cơ cấu phá hoại của 
khung (hình 4.4). Đấy là cơ cấu phá hoại dầm, một cơ cấu phá hoại có tính chất cục bộ. 
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Để kiểm tra giá trị x vừa tính ở trên, ta thành lập phương trình công khả đĩ cho cơ cấu phá 
hoại trên hình (4.4): 


61.L.0 = Mụ, Ô +M,.26 + Mụ, 6 = 4M, 6. 


Vậy 
mìnA = 4M; _ 2M, 
6L 3L 
R 2M 
Thay L=1= minÀ =——” 


Kết quả này có thể xem như được suy ra từ cách giải thứ nhất. Nó hoàn toàn phù hợ với 
kết quả tính được từ cách giải thứ hai. 

§3. BÀI TOÁN TỐI ƯU XÁC ĐỊNH TRỌNG LƯỢNG BÉ NHẤT CỦA KẾT CẤU 

Mục đích của bài toán là xác định các tiết diện tối ưu của kết cấu sao cho nó có trọng 
lượng bề nhất. 

Như trong phần trước đã trình bày, giữa mômen dẻo M, và mômen chống uốn W „có mối 
liên hệ theo công thức (4.1). Nêu chọn M, làm biên, khi giá trị M, được xác định, ta có thể dễ 
dàng suy ra giá trị W, từ đó suy ra kích thước tối ưu của tiết diện. 

Trước khi thành lập bài toán tối ưu, ta hãy nghiên cứu mối liên hệ giữa M, và trọng 
lượng kêt cầu. Như trong §2.1 đã trình bày, giữa trọng lượng trên đơn vị dài q, và mômen 
đẻo Mụ, của phần tử ¡, có mối liên hệ theo công thức (4.3). Do đó, hàm trọng lượng của kết 
cấu có thể viết: 


T= Đ›q,L, = S(c +dMụ_ }L¡ hay 


T=c> L,+d> Mụ.L, 


Vì c, d, >L, là những hằng số nên ta có trọng lượng kết cấu bé nhất khi đại lượng >M là 
bé nhất. Nói một cách khác, hàm mục tiêu mà ta cần cực tiểu hóa là 


Z=3Mụ1, (4.22) 
Trong đó: s là số phần tử trong kết cấu. 

Có 2 cách giải bài toán tối ưu xác định trọng lượng bé nhất của kết cấu như sau: 

§3.1. Cách giải thứ nhất 

Cách giải thứ nhất tiến hành theo các bước sau đây: 

1) Dự kiến mọi cơ cấu phá hoại của khung (xem §2.2). 


2) Lập phương trình công khả đĩ cho mỗi cơ cấu phá hoại. Tập hợp các phương trình 
công khả dĩ và xem chúng là những điều kiện ràng buộc của bài toán tối ưu. 
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3) Lập hàm mục tiêu (4.22) và tiến hành cực tiểu hóa hàm đó. 

4) Giải bài toán quy hoạch tuyến tính trên theo phương pháp đơn hình để tìm giá trị tối ưu 
của mômen dẻo M,. 

Cách giải này có thể áp dụng cho loại khung đơn giản. 

Thí dụ 4.2 

Cho một khung với tải trọng, kích thước biểu thị như trên hình {4.5a). Các cột nhóm 
thuộc tiết diện ứng với mõmen dẻo M,„, xà thuộc nhóm tiết điện ứng với mômen dẻo M.... 
Tìm giá trị tối ưu của M, sao cho khung có trọng lượng bé nhất. 


W 
3) cự | b) ©) D) l) 
Ô 
L 
: 8 
8 
9) ạ n e) 9 ' 
bì 9 8 
g) ca h) 
đ Ằ 9 nộ 28 
c, d: Cơ cấu phá hoại dầm; 
e,f: Cơ cấu phá hoại đảo; 
6 0 8 8 g.h: Cơ cấu phá hoại hỗn hợp. 


Hình 4.5 
Giải 
1) Các cơ cầu phá hoại biểu thị trên các hình (4.5c), (4.54), (4.5e), (4.50), (4.5g), (4.5h). 
2) Lập phương trình công khả dĩ cho mỗi cơ cấu phá hoại: 
Cơ cấu phá hoại (4.5): 


wz6 =4M,„0 
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Cơ cấu phá hoại (4.54): 
Cơ cấu phá hoại (4.5): 


Cơ cấu phá hoại (4.57): 


Cơ cấu phá hoại (4.5): 


w=9 =2Mu.01+2M,,.9 
W.L8-=4M,,0 


W.L6=2M,,.0+2M,,.9 


w=9 +WL9=2M„.0+4M,„.Ô 


: É 
Cơ cấu phá hoại (4.5h): W-.8+W.L0=4M,.9+4M,;.9 


Để đảm bảo cho khung làm việc an toàn, các giá trị mômen dẻo M,., M,. phải thoả mãn 
các điều kiện ràng buộc: 


Mụ; „Ì 
W.L 8 
Mu, „ Mạ xử 
WL WL 4 
Mụ 1 
W.L 4 
Mụ „Mẹ; s1, 
W.L 1: 5 
2Mụ 4M; 3 
WL B W.L 2 


3) Lập hàm mục tiêu theo công thức (4.22) 
F1 
Z=3_LM, =2LM,+LM,, 
i=t 
Chia 2 về của phương trình trên cho WLZ và đặt Z* = Z/ WL2, ta có: 
Mụ, + M,; 
WL WL 


4) Kết hợp hàm mục tiêu với các điều kiện ràng buộc trên và đặt M,,/ WL = x,„ M,/WL = X 
ta có bài toán tối ưu: 


z=2 


Cực tiểu hoá hàm: 


l1 


Z=2x.+X, 


Với điều kiện: 


X, > 1⁄8 
X,+X >1⁄4 
Xị >1⁄4 
X,+X;, >1/⁄2 
2x,+4x, >3/2 
4x,+2x, >3/2 
X„X >0 


1 2 

Bài toán quy hoạch tuyến tính trên gồm 
2 biến nên có thể giải bằng phương pháp đồ 
thị. 

Trên hình (4.6), miễn gạch chéo biểu 
thị miền nghiệm. Đường mức mín Z° = 3⁄4 
đi qua nút B của đường biên. Tại đây, ta được 
phương án tối ưu: 

x,= 1⁄4, x, = 1⁄4 ứng với min 2` = 3/4. 

Thay x,=M,/WL, x, = M„/WL và 
Z'= ZIWL?, ta có phương án tối ưu: 

M,,= WL⁄4 

M,,= W4 ứng với min Z = (3/4)WL”. 

§3.2. Cách giải thứ hai 


(đ) (4.23) 


%; 


1,00 


2x,t+ x¿=3/4=minZ' 


Cách giải này có thể áp dụng cho loại khung phức tạp. Tiến hành tính toán theo các bước 


sau đây: 


1) Chọn hệ cơ bản cho hệ siêu tĩnh theo phương pháp lực và thay các liên kết thừa bằng 


các lực R,, R„... R„ 


2) Dự kiến mọi tiết điện tới hạn (xem §2.2). 


3) Lập vectơ nội lực tại các tiết diện tới hạn theo công thức (4.4). 


4) Lập các điều kiện ràng buộc về chảy đẻo theo hệ thức (4.9). 
5) Lập hàm mục tiêu theo công thức (4.22). 
6) Giải bài toán tối ưu theo phương pháp đơn hình. 


Thí dụ 4.3 
Đầu đề giống thí dụ (4.2). 
Giải 


1) Chọn hệ cơ bản như trên (hình 4.5b). Các lực liên kết thừa là R,R,.R.. 
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2) Vì giá trị mômen đẻo chưa biết nên 7 tiết diện tới hạn biểu thị như trên hình (4.5b). 
3) Căn cứ vào các phương trình cân bằng, lập vectơ nội lực tại các tiết diện tới hạn: 


M, 0 10 0 

M = 

: ð¿ đoan: s# [rơi 
M, . .." 
M,|=| 0 1 -L L/2|. nụ 
M,| |L/2 1 -L L sh 
M,| |L/2 1 -L L b 
M,] |3L/2 1 0 L 

: _ CE 2C 
S B Q 


4) Lập các điều kiện ràng buộc về chảy đẻo. Các cột thuộc nhóm mômen đẻo M ¿¡ và xà 
thuộc nhóm mômen dẻo M,, nên mômen dẻo ứng với các tiết diện tới hạn 1, 2, 6, 7 là Mu, 
mômen dẻo ứng với các tiết điện tới hạn 3, 4, 5 làM _ 


Áp dụng hệ thức ma trạn (4.9), ta có điều kiện ràng buộc về chảy đẻo: 


[ 0 -1l 0 0 Mụ, | 
0 1 0 0 Mụ, 
0 -l +L 0 Mụ, 
0 1 -L 0 Mụy 
0-1 +L 0 Mẹ, 
0 lL -L 0 W] |Mạ, 
0-1 +L -L/2| |R| [Mạ 
0 I -—L +L/2| |R,| |Mạ, 

~-L/2 ~I +L -L R;| |Mẹ, 
L2 1 -L +L Mẹ; 
-L/2 -l +L -L Mụ, 
L2 1 -L +L Mụ, 
3L/2 -I 0 L Mụy 

M 


= 
C— 


B* Q M* 


Khai triển bất đẳng thức ma trận trên và đặt Mụ, = x„ Mụ„ = x,,R, =x,,R, = x„,R, = X., 
ta có các điều kiện ràng buộc về chảy đẻo: 
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-X, +Ú.x,-l.X,t+Ũx,+0x, <0 
-X,+0.x, + lx,+Ũ.X, +ŨÖx, <0 

Xi +Ũ.x,-lx; + xX,+0x <0 
X,+Ũ.X, + l.x,-LX,+Úx, <0 

Ô.x,- 1X, - LX; + L.x,+0Ũx, <0 

0.x,- l.x,+ 1x,-Lx,+Úx, <0 

0x, lx, © Tx, + Là, = Z3, <0 

0.x,- l.x;+ 1X, - LLX,+ ~ <0 (4.24) 
0.x,- 1.x,- l.x,+Lx-Lxy, < W1⁄2 
0.x,-1.x,+ Lx,-L.x,+L.xV. < -WL/⁄2 
-l.X,+0.x,- lx,+L.x ,-lL.x, < WI⁄2 
-1.X,+0.x, + 1X, -L.x,+L.x,< -WL/2 
-lx,+0.x,- lX,+0.x,-Lx, < 3WL/2 
-x +0.x,+lx,+0x,+Lx, < -3WL/2 
X,X,>0, X;, X„, X, tự do. 


3) Lập hàm mục tiêu theo công thức (4.22): 
Z=2Lx,+Lx, (4.25) 
6) Giải bài toán tối ưu: cực tiểu hóa hàm mục tiêu (4.25) thỏa mãn các điều kiện (4.24). 
Ta nhận thây bài toán trên gồm 3 biên tự do x., x., x; nên không thể giải trực tiếp bằng phương 
pháp đơn hình. Để có thể giải bằng phương pháp đơn hình, cần đưa vào các biến mới như sau: 
Lần lượt thay các biến tự do X;, Xu X, bằng các hệ thức: 


X;ạ =X;T—X; 
Xa =XaT—X¿ 
X;=X;T—X; 


X;, X;, Xạ, Xu, X,,X,>Ũ 
Thay x., x„, x, từ các hệ thức trên vào các điều kiện ràng buộc (4.24), ta có bài toán quy 
hoạch tuyên tính: 
Cực tiểu hóa hàm 
Z=2Lx,+Lx, 
Với điều kiện 
—X, —X; +Xạ <0 
~X¡ +X;—X; <0 
—X¡ —X; +X; +L.X„T—LX;¿ <0 


—Xi +X;—X: TLX, +LX„ <0 
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—X; —X; tX; tLVX; ~LX, <0: 

—X; +X; —Xã — LX¿ +LX„ <Ô 

—X; —X; +X: +LX¿ =LX;T=L/2.x;_L/2.xy <0 
—X;+X; —X; —L.X, +L.X;, +L/2.X;S=L/2.x, <0 
—X;T—X; +Xị +L.xX,T=L.X) =LX; +L.x; <WL/2 
X;T—X; +X; +L.X, =LX; ~LXy +L.x; >WL/2 
—X.—X; +X; +LX,T—L.xX¿—L.x, +L.xy <WL/2 
X,—X; +Xị +L.X¿ =LX¿T— Ly +L.x, > WL/2 
—Xi —X; +X¿ —LX, +L.x, <3WL/2 
Xi—X;+X; —LX, +L.x; >3WL/2 


Xu; X;y Xị, Xị, Xc,y X;, X;, X; >ÔÖ 


Bài toán quy hoạch tuyến tính trên gồm 8 biến chính thức trong đó có 2 biến cho các 
mômen dẻo và 6 biến cho các lực liên kết thừa. Ngoài ra, khi giải bằng phương pháp đơn hình, 
phải đưa vào 11 biến đệm cho các điều kiện ràng buộc mang, dấu bất đẳng thức <, 3 biến dư và 
3 biến giả tạo cho các điều kiện ràng buộc mang đấu >. 

Đề nghị độc giả tự giải lấy bài toán trên theo phương pháp đơn hình và so sánh với kết 
quả trong thí dụ (4.2). 

Từ 2 thí dụ trên, ta nhận thấy cách giải thứ 2 phức tạp hơn cách giải thứ nhất. Tuy nhiên, 
phải thầy rằng đối với những khung phức tạp, việc thống kê các cơ cấu phá hoại quả thật là 
một việc làm đầy khó khăn và phức tạp. Vì vậy, trong điều kiện sử dụng máy tính điện tử, 
cách giải thứ 2 rõ ràng là ưu việt hơn cách giải thứ nhất. 


§4. PHƯƠNG PHÁP QUY HOẠCH ĐỘNG ÁP DỤNG CHO BÀI TOÁN TỐI ƯU TÍNH ĐẦM 
LIÊN TỤC 


§Š4.1. Khái niệm 


Dầm liên tục là loại kết cầu được cấu tạo bởi một hệ thống dầm nối tiếp nhau, do đó có 
thể áp dụng phương pháp quy hoạch động để giải bài toán tối ưu (xem §7 chương một). 

Cũng như trong phần trước, mục đích của bài toán là xác định kích thước tiết diện tối ưu 
của các bộ phận đầm sao cho toàn bộ dầm liên tục có trọng lượng bé nhất. 

Ta sẽ vận dụng các nguyên lí trình bày trong mục §7 (chương một) để giải bài toán tối ưu 
tính đầm liên tục. 
›... Trước hết, từ dầm liên tục, ta tách ra các dầm đơn giản xếp theo thứ tự từ trái sang phải 
hoặc từ phải sang trái. Khác với dầm có gối tựa tự do, dầm đơn giản ở đây chịu tác dụng của 
một mômen (đối với dầm biên) hoặc 2 mômen (đối với dầm trung gian). Chẳng hạn đầm liên 
tục trên hình (4.7a) được chia thành 4 dầm đơn giản. Nếu xếp thứ tự từ trái sang phải, ta có các 
dầm đơn giản AB (hình 4.7b), dầm đơn giản BC (hình 4.7c), dầm đơn giản CD, DE. Dầm đơn 
giản AB chịu tác dụng của mômen M,. Dầm đơn giản BC chịu tác dụng của 2 mômen M, và 
M,.. Các dầm CD và DE cũng được phân tích một cách tương tự. 
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Ứng với mỗi dầm đơn giản, ta sẽ chọn một giá trị mômen dẻo tối ưu (tức là kích thước tiết 
diện tối ưu) sao cho toàn bộ dầm liên tục có trọng lượng bé nhất. 


Hình 4.7 


Do sự phân tích trên đây, mỗi dầm đơn giản có 2 hoặc 3 giá trị mômen chưa biết. Đối với 
dầm đơn giản ở biên, các mômen chưa biếtlà mômen ở gối tựa trung gian và mô men ở giữa 
nhịp. Đối với dầm đơn giản trung gian, các mômen chưa biết là 2 mômen ở 2 gối tựa trung 
gian và một mômen ở giữa nhịp. Để đảm bảo cho dầm làm việc an toàn, giá trị tuyệt đối của 
mômen dẻo phải chọn sao cho không được bé hơn giá trị tuyệt đối lớn nhất trong các giá trị 
tuyệt đối của các mômen nói trên. Chẳng hạn đối với dầm đơn giản AB (hình 4.7b), mômen 
dẻo phải thoả mãn điều kiện : 


Pa.b _—M, M, ai 
Mụ; > max4|MI|, (4.26) 
L E 
Đối với đầm BC (hình 4.7c), mômen dẻo phải thỏa mãn điều kiện: 
gIá —Ms + Mc 


Mẹ; > max lc 


2 |) (4.27) 


Từ các bất đẳng thức trên, ta nhận thấy giá trị mômen dẻo phụ thuộc vào giá trị mômen 
ở I đầu (đối với dầm biên) hoặc phụ thuộc vào giá trị mômen ở 2 đầu (đối với dầm trung 
gian). Do đó, nếu cho trước một giá trị mômen ở các gối tựa, có thể xác định được gi trị 
mômen đẻo theo các hệ thức (4.26), (4.27). 


Để giải bài toán tối ưu tính dầm liên tục theo phương pháp quy hoạch động, ta chọn ra 
trước một số tiết diện định hình. Ở đây, ta giả thiết kích thước tiết diện dầm là những đại 
lượng có tính chất rời rạc, không liên tục. Ứng với mỗi tiết diện định hình, ta có các số liệu: 
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1) Giá trị mômen dẻo. 

2) Giá trị trọng lượng dầm trên một đơn vị đài. 

Ta sẽ lần lượt cho các mômen ở các gối tựa biến thiên theo các giá trị mômen đẻo, các giá 
trị này ứng với các tiết diện định hïnh đã được chọn trước. Ta bắt đầu từ dầm ngoài cùng (ở 
bên phải hoặc bên trái) rồi phát triển dần đến dầm thứ 2, thứ 3... cho đến dầm cuối cùng của 
đầm liên tục. 

Trong mỗi giai đoạn tính toán, ta thống kê các giá trị mômen dẻo đã được chọn và giá trị 
trọng lượng dầm tương ứng. Bằng cách làm như vậy, cuối mỗi giai đoạn tính toán, ta được 
một phương án tối ưu cục bộ. Phương án tối ưu cục bộ ở giai đoạn này sẽ ảnh hưởng đến 
phương án tối ưu cục bộ ở giai đoạn sau. Đến giai đoạn cuối cùng, ta sẽ được phương án tối ưu 
toàn bộ. Phương án tối ưu này là kết quả tích lũy các phương án tối ưu cục bộ trong các giai 
đoạn trước. 

Trong quá trình tính toán, ta lần lượt thành lập các bảng tương tự như bàng (1.16) trình 
bày trong §7.I chương một. 

§4.2. Thí dụ tính toán 

Thí dụ 4.4. 

Cho một đầm liên tục với tải trọng và kích thước biểu thị như trên hình (4.8). Chọn tiết 
diện tối ưu của đầm sao cho trọng lượng của toàn bộ dầm liên tục bé nhất. 


100kN | 150kN 200kN 


#“.ả. 1.1 1.11 


Hình 4.8 


Giải 

Ta chia đầm liên tục thành 3 dầm đơn giản và bắt đầu tính từ dầm biên bên phải. Theo 
nguyên lí của phương pháp quy hoạch động, ta sẽ lần lượt chọn tiết điện tối ưu cho đầm AB, 
dầm ABC (dầm AB và BC ghép lại) và cuối cùng là toàn bộ dầm liên tục ABCD (dầm ABC 
và dầm CD ghép lại). Trước hết, ta chọn một số tiết diện với các số liệu tương ứng ghi trong 
bảng (4.2). Ta tiến hành tính toán theo các giai đoạn sau. 


Bảng 4.2 
Tiết diện số | l 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 
Trọng lượng (kg/m) | 32 36 | 40 42 | 45 | 55 | 
M, (&N.m) | 100 130 | 155 | 175 | 190 | 257 | 


Giai đoạn 1 | 
N .= va 200KN 
Tạ bắt đầu tính từ dâm AB. Biêu đỗ mômen M, ( 8 
của dâm AB biểu thị trên hình (4.9đ) trong đó giá 
trị mômen M, chưa biết. Ta sẽ căn cứ vào giá trị áo, 
mômen M, và giá trị mômen ở giữa nhịp (250-  °) ụ BGhep 
M,/ 2) để chọn giá trị mômen dẻo của đầm AB. ° 
Theo (4.26) ta có: k 
Mạ, > max[|M,|.|250-M,/2|Ì} (4.28) 


Ta lần lượt cho M, biến thiên theo các giá trị M, 
trong hàng cuối cùng của bảng (4.2). Đầu tiên, 
giả sử gối tựa B tự đo. Thay M, =0 vào bất đẳng 


, : 250 - Mạ 
thức (4.28), ta có: * 
M,, > max (0, 250} = 250 S01 g2b2x4 


Căn cứ vào các giá trị trong hàng cuối cùng của bảng (4.2), ta chọn M =257 (tiết diện 
sô 6). 
Thay M, = 100 vào bất đẳng thức (4.28), ta có: 
M,, > max { 100 , 200} = 200 

Căn cứ vào các giá trị trong hàng cuối cùng của bảng (4.2), ta chọn M,. = 257 (tiết diện 
Số 6). 

Đối với các trường hợp M, = 130,M, = 155,... M, = 257, ta cũng làm tương tự như trên. 

Cần chú ý rằng, khi M, < 155, giá trị tuyệt đối lớn nhất của các mômen xuất hiện ở giữa 
nhịp và khi M, > 155, giá trị tuyệt đối lớn nhất của các mômen xuất hiện ở gối tựa. 

Với mỗi giá trị mômen dẻo M „¡ đã được chọn, ta suy ra từ bảng (4.2) tiết diện tương ứng 
và trọng lượng dầm tương ứng. Chẳng hạn, khi chọn M,, = 257, tiết diện tương ứng là tiết diện 
số 6 còn trọng lượng dầm tính như sau: 

È,=55.5=275kN 

Đối với các trường hợp khác, ta cũng làm tương tự như trên. 

Bảng 4.3 


max ÌM, |kNm) M,, được chọn (kN) | Trọng lượng $, (kN) 
250 
200 
185 


1725 
175 
190 
257 


1ó§ 


Các số liệu tính toán ghi trong bảng (4.3). Các giá trị nằm trong dấu ngoặc ứng với giá trị 
trọng lượng bé nhất của dầm AB. Chẳng hạn khi M, = 155kNm hoặc khi M, = 175JNm, 
trọng lượng tương ứng của đầm bằng 210kN và đây là trọng lượng bé nhất so với các trường 
hợp khác. 

Giá trị M,, = L5S5kNm hoặc giá trị M.= 175kNm được xem như phương án tối ưu cục bộ 
trong giai đoạn 1. Đến đây, ta kết thúc giai đoạn 1 và chuyển sang giai đoạn 2. 

Giai đoạn 2 

Trong giai đoạn 2, ta kết hợp 2 dầm AB và BC (hình 4.10a). Biểu đồ mômen của đầm 
ABC biểu thị trên hình (4.10b). Theo (4.27) và hình (4.10Đ), giá trị mômen dẻo của dầm BC 
phải thỏa mãn điều kiện: 


Mụ; > max {|M,|.|I50~(M; +M.)/2|,|M.|Ì (4.29) 


Ta sẽ lần lượt cho M, vàM. biến thiên theo các giá trị trong hàng cuối cùng của bảng 
(4.2). Đầu tiên, giả sử gối tựa C tự do, cố định giá trị M,. =0 và cho M, biến thiên theo các giá 
trị nói trên. Chẳng hạn, khi M„ = 0, theo (4.29) ta có: 


M,; > max{0, 150, 0} = 150 


Căn cứ vào các số liệu trong hàng 
cuối cùng của bằng (4.2), ta chọn Mụ„, 8) 
= 155. Tiết diện tương ứng là tiết diện Ý € |ts9 B 9 
số 3, trọng lượng tương ứng của dầm 
BC là: 


f, =40. 4 = 160 kN 
Nhưng khi M, = 0, trọng lượng 
tương ứng của dầm AB là 275kN (xem 
bảng 4.3). Vậy khi M, =0, Mụ=0, tổng 
trọng lượng của hai dầm AB và BC là: 
È,+Ÿ, = 160 + 275 =435 kN 


Hình 4.10 


Đối với các trường hợp M, = 100, 
M, = 130,..M, = 257, ta cũng làm 
tương tự như trên. Các số liệu tính toán ứng với trường hợp M. =0 ghi trong bảng (4.4). 
Giá trị nằm trong dấu ngoặc biểu thị trọng lượng bé nhất của dầm ABC. Căn cứ vào các 
số liệu trong bảng (4.2), (4.3), (4.4), ta nhận thấy nếu dầm liên tục chỉ có 2 nhịp với gối tựa C 
tự do (M, = 0) thì phương án tối ưu sẽ là: Mu, = 190 kNm (suy ra từ bảng 4.3) ứng với tiết điện 
số 5; M.„ = 130 kNm (suy ra từ bằng 4.4) ứng với tiết diện số 2 (suy ra từ bằng 4.2); tổng trọng 
lượng bé nhất của đầm bằng 369 kNm (bảng 4.4). 
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Bảng 4.4 (M, = 0) 


Trọng lượng Trọng lượng Trọng lượng 
M, dầm AB dầm BC dầm AB+BC 
$, N“.: f, $,+£ 
0 275 160 435 
100 275 128 403 
130 225 144 (369) 
155 210 160 370 
175 210 168 398 
190 225 180 405 


Bây giờ cố định M. = 100 kNm và cho M, biến thiên theo các giá trị trong hàng cuối 
cùng của bảng (4.2). Sau khi làm tương tự như trên, ta được các số liệu ghi trong bảng (4.5) 


Bảng 4.5 (M, = 100) 


Mựạ Trọng lượng | Trọng lượng Trọng lượng 
My maxÌM| | đượcchọn| dầm AB dầm BC dầm AB + BC 
$,+Ÿ, 

0 100 403 

100 100 403 

130 130 (369) 

155 155 370 

175 175 398 

190 190 405 


Giá trị nằm trong dấu ngoặc biểu thị tổng trọng lượng bé nhất của dầm. 


Cứ như vậy, ta tiếp tục thành lập các bảng tiếp theo cho các trường hợp M, = 130, 
M_= 155,... 
_ ' 


Căn cứ vào các số liệu trong cột cuối cùng của các bảng trên, ta lập bảng thống kê tổng 
trọng lượng của đầm AB và BC ứng với các giá trị khác nhau của M, và M,. (bằng 4.6). 


Hàng cuối cùng trong bảng (4.6) ghi các giá trị trọng lượng bé nhất của dầm ứng với các 
giá trị khác nhau của M,.. Các số liệu này sẽ phục vụ cho việc tính toán trong giai đoạn 3, 
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190 
Min (¿, + [)= Ò„ 


Giai đoạn 3 
Trong giai đoạn 3, ta ghép thêm dầm CD để tạo thành toàn bộ dầm liên tục (hình 4. 11a). 
Biểu đồ mômen của dầm liên tục biểu thị trên hình (4.1 1b). 


Hình 4.11 


Căn cứ vào bất đẳng thức (4.27) và hình (4.1), ta có điều kiện: 
M,; > max [|M. | , [200-(Mẹ + Mạ)/2| , |Mạ|} (4.30) 
Lần lượt cho M, và M, biến thiên theo các giá trị trong hàng cuối cùng của bảng (4.2). 


Đầu tiên, giả sử gối D tự do, cố định giá trị M,, = 0 và cho M, biến thiên theo các giá trị nói 
trên. Chẳng hạn khi M, = 0, từ bất đẳng thức (4.30), ta có: 
M,, > (0, 200 , 0}= 200 


d3 — 
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Căn cứ vào các số liệu trong hàng cuối cùng của bảng (4.2), ta chọn M„ = 257 và suy ra 
trọng lượng của dầm CD: 


f, = 55. 8 =440 kN 
Nhưng khi M,. = 0, ta suy ra từ hàng cuối cùng của bảng (4.6) trọng lượng bé nhất của 
dầm ABC là ÿ, = 369kN. Vậy khi M, =0, M,=0, tổng trọng lượng của đầm liên tục là: 
$,;= $,+ ƒ = 440 + 369 = 809 kN 


Căn cứ vào các số liệu trên, ta thành lập bảng thống kê tổng trọng lượng của dầm liên tục 
ứng với các giá trị khác nhau của M, và M, (bảng 4.7). 


Bảng 4.7 


190 
Min (¿, + f)= É, 


Hàng cuối cùng trong bằng (4.7) ghỉ các giá trị trọng lượng bé nhất của dầm liên tục ứng 
với các giá trị khác nhau của M,.. 


Từ các số liệu trong bảng (4.7), ta nhận thấy: 


1) Nếu gối tựa D tự do, trọng lượng bề nhất của dầm liên tục là 689 kN. Ta Suy ra phương 
án tối ưu như sau. 


Khi trọng lượng của dầm liên tục bằng 689 kN, từ bảng (4.7) ta suy ra M, = 100 kNm 
hoặc M, = 130 kNm. 
Thay M,= 100 kNm và M, = 0 vào bất đẳng thức (4.30), ta có: 
M,; > max (100, 150 , 0} = 150 
Từ bảng (4.2), ta chọn M,„ = 155 kNm (tiết diện số 3): 
Từ bảng (4.5), ta suy ra M, = 130 và M,„ = 130 (tiết diện số 2). 
Từ bảng (4.3) ta lại suy ra Mụ, = 190 (tiết diện số 5). 


Vậy, khi gối tựa D tự do, phương ấn tối ưu toàn bộ là: tiết diện số 5 (đầm AB); tiết điện 
sỐ 2 (dầm BC); tiết diện số 3 (dầm CD). 


2) Nếu gối tựa D bị ngàm như trong trường hợp của thí dụ, trọng lượng bé nhất của dầm 
liên tục là 625 kN (xem hàng cuối cùng và cột 3 của bảng 4.7). Từ bằng (4.7), ta suy raM, = 
100 kNÑm và M, = 100 kNm. 
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Thay các giá trị này vào bất đẳng thức (4.30), ta có: 
M¿„ > max {100, 100, 100} = 100 kNm 
Từ bảng (4.2), ta chọn M„„ = 100 kNm (tiết điện số 1). 


Khi M, = 100 kNm, ta chọn M,, = 130 (tiết điện số 2) và Mụ, = 190 (tiết diện số 5) (xem 
các kết quả ở phần trên). 


Vậy khi gối tựa D bị ngàm, phương ấn tối ưu toàn bộ là: tiết điện số 5 (dầm AB); tiết diện 
số 2 (dầm BC); tiết điện số 1 (dầm CD). 


Biểu đồ mômen ứng với phương án tối ưu toàn bộ của dầm liên tục biểu thị trên hình 
(4.11c). Các phương án tối ưu của dầm liên tục ứng với 2 trường hợp nêu trên biểu thị trên 
hình (4. 12). 


a) Tiết dện số3 Tiết diện số2 Tiết diện số 5 
D e B A 


b) Tiết diện số 1 Tiết diện số 2 Tiết diện số 5 


Hình 4.12 


a) Phương ấn tối ưu khi gối tựa D tự do. Trọng lượng dầm bằng 689 kN 
b) Phương án tối ưu khi gối tựa D bị ngàm. Trọng lượng dầm bằng 625 kN 


So sánh 2 phương án này, ta thấy phương án dầm liên tục với gối tựa D bị ngàm kinh tế 
hơn. 


Căn cứ vào biểu đồ mômen trên hình (4. 1 1c), ta suy ra cơ cấu phá hoại của dầm như trên 
hình (4.13). 


150 kN 200 kN 


Hình 4.13 


Trên cơ sở các bảng (4.3)—> (4.7), ta thành lập bằng tổng hợp (4.8). Bảng nầy tương tự 
bảng (1.16) trình bày trong §7 chương một. Qua bảng (4.8), ta thấy rõ trình tự tính toán cũng 
như sự chuyển tiếp từ phương án tối ưu cục bộ đến phương án tối ưu toàn bộ trong quá trình 
giải bài toán tối ưu tính dầm liên tục theo phương pháp quy hoạch động. 
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Bảng 4.8 


M, = 0 |M, = 100M, = 130]M, = 155] M, = 175 |M, = 190] 
$,: Trọng lượng [hi | 2m. 
dầm AB = 

160 168 180 
160 l68 180 
1: Trọng lượng 160 168 180 
dỘM ĐC 160 168 180 
168 168 180 
180 180 180 
435 | 443 | 455 
tấ:# tH¡G 45 | 443 | 455 
lượng dầm ABC |130 | (369 | @69 | @69 | 385 393. | 405 
15 |370 | 370 | 30 | @0 | @® | Q90 


È„ Trọng lượng 
bé nhất của 


dầm ABC 
100 | 320 356 288 320 336 360 
f: Trọng lượng |1ạo | 320 288 288 320 336 360 
dầm CD 
t1: 130 | (689) 657 (657) (689) (705) (729) 
155 | 690 690 690 690 706 730 
175 | 714 714 114 714 714 738 
È,: Trọng lượng 
bé nhất của 


dầm ABCD 


Chú thích bằng 4.8:Các số liệu trong đấu ngoặc ứng với trọng lượng bé nhất. 
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BÀI TẬP 


Bài I: Cực tiểu hóa hàm 
Z=4x,+ 2 x, - X, với các điều kiện ràng buộc: 
X.†+X,+x,>8 
X;+x,= 10 
X,+x,+ 2x, <30 
Xị, X„, X; >0 
Giải theo phương pháp đơn hình. 
Đáp án: x, =0,x,=0,x, = 10, x,= 2, min Z = -10 
Bài 2: Giải bằng phương pháp đơn hình: 
Cực đại hóa hàm: 
Z=2x, + x, với các điều kiện ràng buộc: 
3x, +x,<30 
3x,+x,<20 
1,5Šx,+x, <14 
X,,K;> 0 
Bài 3: Cực đại hóa hàm: 
Z=0,4x,+0,2x, + 0,5x, + 0,8x, với các điều kiện ràng buộc: 
3x, + 5x, + 4x, + 8x, < 24.000 
4x, +5x, + x, < 12.000 
Ốx, + 3x, + x, < 26.500 
Xị, X„ X), X,>Ô 
Đáp ấn: x, =4000; x. = Ö; x, = 2500; Z. max = 3.600 
Bài 4: Cực đại hóa hàm 
Z= 500x, + 300x, + 200x, + 250x, với các điều kiện ràng buộc: 
10x, + 5x, + 4x, + 2x, < 2000 
8x, + 5x, + 1,2x, + 5,6x, < 1800 
5X, tổx, + 2,5x, + 10x, < 2000 
Đắp ấn: X,= 135; x, = Ö; x, = 110; x,= 105; Z max = 11575 
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Bài 5: Giải bằng phương pháp građiên: 
Cực đại hóa hàm: : 
Z=4x.+2x,- x, với các điêu kiện ràng buộc: 
X.+x,+x >8 
X;+x; = 10 
X,+x;+ 2x; <30 
Đắp ấn: x, =0; x,=0; x, = 10; x,= 2; max Z = I0 
Bài 6: Giải bằng 2 phương pháp: 
1) Phương pháp tuyến tính hóa từng mẫu. 
2) Phương pháp građiên. 
Cực đại hóa hàm 
Z=xXi¡+2x,- x; với các điều kiện ràng buộc: 
3x +2x? <0 
X,X; >0 


Đáp ấn: x, = 1,258; x, = 0/7906; max Z = 2, 213 
Bài 7: Giải bằng phương pháp quy hoạch hình học: 
Cực tiểu hóa hàm: 
Z=2x,x; +3/x, với các điều kiện ràng buộc: 
Xi.x,>0 
X,X;,>0 
Đáp án: mìn Z, = 6,04 
Bài 8: Cho một kết cấu như trên hình đưới đây (hình 1). 
Tính trọng lượng bé nhất theo phương pháp chuyển 


vị. Chuyển vị ngang và chuyển vị đứng tại D<4mm. 
Ứng suất trong một thanh bất kì < 1.105 kN/m?. Các 


A B 
ĐIAn 1 và 3 có cùng tiết điện A,- Thanh 2 có tiết Hình 1 
điện A,. 
Đáp án: Thể tích bé nhất V = 241600mm', lì Toà 


Bài 9: Cho một kết cấu như trên hình 2. Tính trọng lượng bé 
nhất theo phương pháp chuyển vị. Thanh I và 5 có tiết diện 
A,, Các thanh 2, 3, 4 có tiết diện A, và chiều dài l= Im. 
a) Chuyển vị đứng tại các nút l và 2 < 5mm. 
b) Ứng suất ø < 0,16 kN/mm2, 
Đắp án: a) V = 339100 mm 
b) V = 110300 mm° 


176 


Bài 10: Cho một khung như trên hình 3. Tính thể tích bé nhất. H=1⁄N Ạ, 


Chuyển vị ngang cho phép bằng 4mm. Ứng suất uốn cho phép s 
ơ = 0,15 kN/mnr?. Các cột có diện tích A,. Dầm có diện tích Áz 
Đáp án: A, = 155 mm? A, = 136,3 mm2. Al' 3A, 


Bài 11: Tính trọng lượng bé nhất của khung trên hình 4. Ứng 
suất cho phép bằng 0,15 kN/mm2. Chuyển vị đứng tại nút C < 
4,8 mm. Các cột có mômen quán tính 1, các xà có mômen quán 
tính L, 
Đáp án: Z= I2 =451,5 
I, = 0,045. 105 mm*, L = 0,06. 10% mm. 
Bài 12: Cho một kết cấu như trên hình 5. Tính trọng lượng bé 
nhất. Chuyển vị ngang cho phép tại B bằng 10mm. Ứng suất uốn 
cho phép s = 0,L5 kN/mm?. 
Đắấp án: 7 = 0,067. 10 mm. 
Bài 13: Cho kết cấu không gian như trên hình 6. Tính trọng 
lượng bé nhất. Tiết diện của các thanh biểu thị như trên hình vẽ. 
Ứng suất kéo cho phép bằng 0,16 kN/mm?. Ứng suất nén cho 
phép bằng 0, kN/mm?. Lực H nằm trên phương X. Chuyển vị 
tại đỉnh trên phương X < 5mm. E = 207 kN/mm2. 
Giải bài toán phi tuyến bằng 2 cách: 
1) Phương pháp đỗ thị. 


2) Phương pháp chuỗi Taylor để tuyến tính hóa bài toán 
tối ưu. 


Đáp án: A, = 1,208 mm?, 
A, = 315 mm?; Thể tích bé 
nhất V = 1258940 mmẻ. 


(-4Ò0,0,300) 
(-400,0,-300) 


{400,0,-300) 


Hình 6 (400,0,300) 
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